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Resumo
Um novo me´todo de primeiros princ´ıpios foi desenvolvido neste trabalho, com o
objetivo de considerar os efeitos de polarizac¸a˜o de mole´culas na presenc¸a de po´sitrons
lentos. Neste cena´rio, obtivemos sec¸o˜es de choque de baixas energias para po´sitrons
colidindo com mole´culas de H2 e N2, na faixa de energias indo desde 0, 1 ate´ 10
eV. Algumas energias em espec´ıfico foram estudadas para a mole´cula de H2 com o
objetivo de comparar estes resultados com os da literatura. O modelo proposto aqui
e´ baseado na ideia de que a polarizac¸a˜o da nuvem eletroˆnica de uma mole´cula e´ cau-
sada exclusivamente pelas interac¸o˜es po´sitron-ele´tron. Deste modo, o potencial de
polarizac¸a˜o e´ calculado como o valor esperado do hamiltoniano molecular na func¸a˜o
de onda polarizada na qual a presenc¸a do po´sitron e´ considerada em uma posic¸a˜o
fixa, excluindo os termos ele´tron-ele´tron da interac¸a˜o. Este operador e´ avaliado para
cada uma destas distaˆncias, resultando em um potencial de polarizac¸a˜o dependente
apenas desta coordenada. Os resultados obtidos sa˜o comparados com outras apro-
ximac¸o˜es teo´ricas e experimentais, com uma concordaˆncia boa com alguns dados
teo´ricos e outros ca´lculos mais elaborados. Particularmente, as sec¸o˜es de choque
de po´sitrons lentos colidindo com mole´culas de N2 apresentadas aqui sa˜o os u´nicos
resultados na literatura que concordam com os dados experimentais mais recentes.
Este e´ um resultado muito satisfato´rio, pois o me´todo proposto aqui pode ser apli-
cado para uma grande variedade de alvos moleculares, e os resultados esperados
devem se comparar bem com as medidas mais recentes.
Palavras-chave: Espalhamento de po´sitrons, mole´culas, interac¸a˜o de pola-
rizac¸a˜o, sec¸o˜es de choque.

Abstract
A new ab initio method is developed here in order to take into account the po-
larization effects of molecules in the presence of slow positrons. In this framework,
we have obtained low-energy positron cross sections for H2 and N2 molecules, in
the energy range of 0, 1 to 10 eV. Some specific energies have been studied for the
H2 molecule in order to compare its results with those in the literature. The model
proposed here is based on the idea that the polarization of the electronic cloud of
a molecule is caused exclusively by the positron-electron interactions. So, the pola-
rization potential is calculated as the expected values of the molecular hamiltonian
in a polarized wave function in which the positron presence is considered at a fixed
distance, excluding the electron-electron interactions. This operator is evaluated for
each of those fixed distances, resulting in the polarization energy dependent exclu-
sively on that coordinate. The obtained results are compared to other theoretical
and experimental approaches, giving an overall good agreement with some experi-
mental data and more elaborated calculations. Particularly, the cross sections of
slow positrons colliding with N2 molecules presented here are the only results in the
literature which agrees with the more recent experimental data. This result is very
satisfactory, as the proposed method can be applied to a wide variety of molecu-
lar targets, and the results are expected to be well comparable to the most recent
measurements.





Tanto do ponto de vista experimental quanto teo´rico, os estudos de coliso˜es entre
part´ıculas carregadas e mate´ria atoˆmica, molecular ou ate´ mesmo em agregados
so´lidos, sa˜o fundamentais na verificac¸a˜o de modelos pre´ estabelecidos e formulac¸a˜o
de novas teorias. Um exemplo claro de como estudos de espalhamento consolidam
novos conhecimentos f´ısicos e´ o experimento de Rutherford [1] que forneceu a base
observacional para a elaborac¸a˜o de um novo modelo atoˆmico na e´poca, o modelo de
Rutherford.
Mesmo que o modelo de Rutherford para o a´tomo fosse insustenta´vel do ponto de
vista teo´rico, tendo em vista o teorema de Earnshaw [2] e a emissa˜o de radiac¸a˜o por
cargas aceleradas, ele serviu de base para que Bohr elaborasse uma nova proposta de
modelo atoˆmico [3], a primeira a ser estruturada com base na ideia de quantizac¸a˜o
de energia anteriormente proposta por Planck [4]. Ainda assim, o modelo atoˆmico
de Bohr possui falhas, o que levou a` reelaborac¸a˜o do modelo atoˆmico e finalmente
da natureza do a´tomo com a proposta de Schro¨dinger [5], uma generalizac¸a˜o das
ideias de De Broglie [6].
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Como dito acima, a evoluc¸a˜o das ideias de a´tomo passaram por estudos de espa-
lhamento, que foram determinantes na formulac¸a˜o e interpretac¸a˜o de novos conceitos
f´ısicos. Depois da previsa˜o e descoberta das part´ıculas de antimate´ria [7, 8], passa-se
a considerar tambe´m a possibilidade de experimentos com feixes de antipart´ıculas
colidindo com mate´ria, e a partir destas possibilidades buscar compreender os me-
canismos de interac¸a˜o a que mate´ria/antimate´ria esta˜o sujeitos. Em espec´ıfico, esta
tese tratara´ das interac¸o˜es entre po´sitrons e mate´ria molecular.
A contrapartida teo´rica para estes estudos baseia-se na formulac¸a˜o de modelos que
consideram da forma mais exata poss´ıvel a interac¸a˜o entre o po´sitron e as part´ıculas
que constituem a mole´cula em estudo. Ale´m da interac¸a˜o eletroesta´tica, a interac¸a˜o
de polarizac¸a˜o deve ser considerada, uma vez que os orbitais moleculares se modi-
ficam na presenc¸a de outras part´ıculas carregadas. Naturalmente, isto na˜o e´ uma
particularidade da interac¸a˜o de po´sitrons com mole´culas, pois estes mesmos termos
de interac¸a˜o devem ser considerados na colisa˜o entre ele´trons e mole´culas. Se uma
metodologia para considerar o espalhamento de ele´trons ja´ esta´ bem estabelecida
[9, 10, 11], a sua transposic¸a˜o para espalhamento de po´sitrons pode parecer trivial.
Entretanto, duas distinc¸o˜es na interac¸a˜o entre po´sitrons e ele´trons com a mate´ria
devem ser considerados:
1- diferentemente dos ele´trons, os po´sitrons podem ser distinguidos dos ele´trons
moleculares. Isto significa que nenhuma interac¸a˜o de troca precisa ser consi-
derada quando estudamos as coliso˜es entre po´sitrons e mole´culas;
2- a interac¸a˜o eletroesta´tica entre po´sitrons e mole´culas e´ repulsiva, anulando-se
para distaˆncias infinitas. Para ele´trons, esta interac¸a˜o e´ sempre atrativa com
o mesmo comportamento assinto´tico.
Estes dois considerandos sa˜o importantes para os estudos de espalhamento de po´sitrons
pois, ao mesmo tempo que a auseˆncia de uma interac¸a˜o de troca torna o problema
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mais fa´cil de ser avaliado do ponto de vista teo´rico, a repulsividade do potencial
eletrosta´tico torna o problema mais dif´ıcil. Isto porque a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o
e´ sempre atrativa, de modo que quando adicionada ao potencial eletrosta´tico torna
a interac¸a˜o total mais intensa no caso do espalhamento de ele´trons, e esta tende
a se cancelar no caso do espalhamento de po´sitrons. A implicac¸a˜o na dificuldade
do tratamento do problema surge neste ponto: como a interac¸a˜o tende a ser me-
nos intensa, qualquer pequena variac¸a˜o no potencial de interac¸a˜o passa a ser muito
representativa.
Se para po´sitrons o potencial de interac¸a˜o e´ dado pelos termos eletrosta´tico e de
polarizac¸a˜o, a implicac¸a˜o fica clara: o potencial de polarizac¸a˜o deve ser determinado
da forma mais exata poss´ıvel. Para grandes distaˆncias entre o po´sitron e o alvo
molecular, este termo e´ bem definido. O problema resume-se enta˜o na determinac¸a˜o
deste potencial nas vizinhanc¸as da mole´cula, o que pode se mostrar suficientemente
desafiador, e ainda na˜o possui resoluc¸a˜o definitiva.
Esta interac¸a˜o ja´ foi modelada de diversas formas [12, 13, 14], ate´ mesmo consi-
derada a partir de primeiros princ´ıpios atrave´s de ca´lculos de estrutura eletroˆnica
[15], entretanto os resultados obtidos sa˜o dependentes de paraˆmetros ajusta´veis ou
dependentes do conjunto de func¸o˜es utilizadas para descrever a mole´cula [16]. Es-
tas limitac¸o˜es sa˜o se´rias, pois de certa forma pro´ıbem uma interpretac¸a˜o da f´ısica
envolvida no problema. Pore´m, a func¸a˜o de onda do po´sitron espalhado permite
determinar um observa´vel chamado sec¸a˜o de choque. A comparac¸a˜o dos valores
teo´ricos deste observa´vel com as respectivas medidas possibilita uma avaliac¸a˜o de
como o modelo proposto de polarizac¸a˜o compo˜e o Hamiltoniano de espalhamento, e
basicamente este e´ o crite´rio utilizado neste trabalho para avaliar a qualidade do mo-
delo utilizado. Com o aprimoramento da instrumentac¸a˜o utilizada na determinac¸a˜o
experimental desta quantidade, medidas mais recentes da˜o enfoque a` colisa˜o de
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baixas energias [17, 18, 19] com boa resoluc¸a˜o, permitindo uma comparac¸a˜o tanto
qualitativa quanto quantitativa destas com as sec¸o˜es de choque calculadas.
Ale´m do interesse na questa˜o da polarizac¸a˜o em si, o ca´lculo das sec¸o˜es de choque
tambe´m e´ interessante por possuir implicac¸o˜es em outras a´reas da f´ısica. Recente-
mente, Garcia et al [20] desenvolveram uma simulac¸a˜o Monte Carlo para verificar
como que um po´sitron se propaga em um meio constitu´ıdo por mole´culas de a´gua.
Utilizando os dados de sec¸a˜o de choque entre po´sitrons e a mole´cula H2O, ele foi
capaz de determinar o caminho percorrido pelo po´sitron no meio em questa˜o, ale´m
de dados como a quantidade de coliso˜es ela´sticas, excitac¸a˜o eletroˆnica, ionizac¸a˜o,
formac¸a˜o de positroˆnio, ate´ a sua aniquilac¸a˜o no meio material. A aplicac¸a˜o desta
simulac¸a˜o e´ de interesse em medicina nuclear, a´rea que utiliza a te´cnica de Tomo-
grafia por Emissa˜o de Po´sitrons (PET), baseada na detecc¸a˜o simultaˆnea dos fo´tons
emitidos no processo de aniquilac¸a˜o de um po´sitron que inicialmente se encontra no
organismo a ser analisado. Esta e´ uma te´cnica interessante por na˜o ser destrutiva e
por ser eficiente no diagno´stico de caˆncer, apesar do pouco que se sabe dos efeitos
que po´sitrons de altas energia provocam em organismos vivos. Deste modo, este
tipo de simulac¸a˜o quando generalizada para mole´culas orgaˆnicas em tecidos moles,
podera´ auxiliar na determinac¸a˜o da taxa de emissa˜o de po´sitrons considerada segura.
Da mesma forma que este tipo de simulac¸a˜o interessa a` a´rea de f´ısica me´dica,
tambe´m interessa para a determinac¸a˜o dos coeficientes de transporte de part´ıculas
carregadas em meios gasosos na a´rea da f´ısica de plasmas. Por exemplo, Marler
et al [21] elaboraram uma simulac¸a˜o Monte Carlo para determinar os coeficien-
tes de transporte de po´sitrons em ga´s Argoˆnio, utilizado um conjunto de sec¸o˜es
de choque previamente mensuradas e te´cnicas de simulac¸a˜o bem estabelecidas para
o transporte de ele´trons. Esta simulac¸a˜o e´ interessante para avaliar como as in-
terac¸o˜es mate´ria/antimate´ria influenciam o transporte destas part´ıculas em gases e,
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efetivamente, os resultados obtidos sa˜o distintos entre po´sitrons e ele´trons. O inte-
resse neste tipo de estudo se justifica pelo uso deste tipo de ga´s na termalizac¸a˜o de
po´sitrons em armadilhas de confinamento para produc¸a˜o de feixes com boa resoluc¸a˜o
energe´tica.
Certamente que os resultados apresentados nesta tese podem ser utilizados como
paraˆme- tros de entrada para este tipo de simulac¸a˜o, no regime de coliso˜es ela´sticas
que e´ o escopo deste trabalho. Entretanto, este estudo pode ser generalizado para
considerar coliso˜es inela´sticas a partir de um potencial de absorc¸a˜o, tal como Reid et
al [22]. A diferenciac¸a˜o entre os resultados se daria pela pela forma que e´ considerada
a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o, e por consequeˆncia as sec¸o˜es de choque na regia˜o de
baixas energias. Esta comparac¸a˜o sera´ feita mais adiante neste trabalho.
Outra aplicac¸a˜o poss´ıvel do presente tratamento e´ a determinac¸a˜o da interac¸a˜o
entre mole´culas e um a´tomo de positroˆnio. Isto permitiria o ca´lculo das sec¸o˜es de
choque ela´sticas positroˆnio/mole´cula, que e´ um sistema em in´ıcio de estudo. Recen-
temente, Brawley et al [23] produziram um feixe de positroˆnios de energia ajusta´vel,
o que possibilitou o estudo das sec¸o˜es de choque entre estas part´ıculas em mole´culas.
A observac¸a˜o mais interessante deste trabalho foi que este sistema de espalhamento
exibe uma estrutura ressonante na regia˜o ela´stica, algo comum quando os proje´teis
sa˜o ele´trons e inexistente quando sa˜o po´sitrons. Uma constatac¸a˜o teo´rica desta es-
trutura auxiliaria na compreensa˜o de como este estado ressonante se configura e,
obviamente, seria um teste das limitac¸o˜es da teoria aqui apresentada.
Esta tese esta´ estruturada da seguinte forma: considerac¸o˜es gerais sobre o espa-
lhamento sa˜o fornecidas no cap´ıtulo 2. No cap´ıtulo 3, e´ feita uma revisa˜o do me´todo
nume´rico utilizado. O cap´ıtulo 4 trata da representac¸a˜o molecular e explicita a
forma de obter os potenciais de interac¸a˜o. O cap´ıtulo 5 traz os resultados o de sec¸a˜o
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de choque obtidas comparadas com resultados pre´vios, teo´ricos e experimentais e
considerac¸o˜es sobre estas comparac¸o˜es. No cap´ıtulo 6, as perspectivas de diferen-
tes aplicac¸o˜es futuras relacionadas a este trabalho sa˜o apresentadas junto com as
concluso˜es desta tese.
Cap´ıtulo 2
Sec¸a˜o de Choque de Espalhamento
Grande parte do conhecimento estabelecido sobre nu´cleos, a´tomos e mole´culas foi
contru´ıdo atrave´s de estudos de espalhamento, como dito no cap´ıtulo anterior. O
tratamento experimental do problema de espalhamento na˜o e´ simples, mas se cons-
titui do bombardeamento de alvos por part´ıculas incidentes, em uma dada direc¸a˜o
com uma dada energia. Atrave´s da detecc¸a˜o destas part´ıculas espalhadas em dife-
rentes direc¸o˜es com a energia resultante, e´ poss´ıvel fazer alegac¸o˜es sobre a estrutura
do alvo e da forma que alvo e part´ıcula interagem. A teoria quaˆntica fornece os
subs´ıdios necessa´rios para analisar estes efeitos, em contrapartida aos experimen-
tos. Desta forma, utilizando este formalismo, e´ poss´ıvel definir teoricamente os
observa´veis do processo colisional e comparar teoria e observac¸a˜o. Na˜o so´ a teo-
ria envolvida na definic¸a˜o das grandezas envolvidas, mas as teorias utilizadas para
determinar a interac¸a˜o das part´ıculas e enta˜o obter o observa´vel teo´rico.
Antes de assumir que as part´ıculas utilizadas como proje´teis sa˜o po´sitrons e os
alvos sa˜o mole´culas, e´ necessa´rio desenvolver teoricamente as bases conceituais envol-
vidas no problema de espalhamento. Com isto sera´ poss´ıvel compreender processos
gerais de espalhamento, e enta˜o interpretar os resultados particulares originados em
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cada experimento ou ca´lculo.
O formalismo da mecaˆnica quaˆntica aplicada ao espalhamento de part´ıculas por
um alvo gene´rico apresentado neste cap´ıtulo esta´ baseado em refereˆncias convenien-
tes para este estudo [24, 25].
2.1 Espalhamento por Potenciais
Para estudar o espalhmento de part´ıculas, devemos considerar o potencial de in-
terac¸a˜o entre o proje´til e o espalhador. Supomos que a interac¸a˜o entre estes objetos
e´ bem definida e independente do tempo, escrita explicitamente como V (~r). No
caso do espalhamento na˜o relativ´ısto de part´ıculas com massa m, a equac¸a˜o de




∇2Ψ(~r, t) + V (~r)Ψ(~r, t) = i~ ∂
∂t
Ψ(~r, t) (2.1)
onde Ψ(~r, t) e´ a func¸a˜o de onda da part´ıcula espalhada e ~r e´ a coordenada espa-
cial referenciada no centro de massa do sistema. A func¸a˜o de onda, que e´ soluc¸a˜o
de 2.1, traz todas as informac¸o˜es da dinaˆmica do espalhamento, portanto qualquer
observa´vel relacionado ao espalhamento deve ser relacionada a esta func¸a˜o. Consi-
derando um potencial real e independente do tempo, podemos escrever a func¸a˜o de
onda como
Ψ(~r, t) = ψ(~r)e−(iEt/~) (2.2)
onde ψ(~r) e´ uma func¸a˜o independente do tempo. Repare que a diferenciac¸a˜o de 2.2











∇2ψ(~r) + V (~r)ψ(~r) = Eψ(~r) (2.4)
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que e´ a equac¸a˜o de Schro¨dinger independente do tempo para uma part´ıcula de
energia E. A tentativa aqui e´ obter a func¸a˜o de onda em func¸a˜o da coordenada ~r,
isto e´, considerar que a evoluc¸a˜o temporal do sistema na˜o afeta o observa´vel a ser
obtido.
O momento linear da part´ıcula esta´ relacionado com o vetor de onda por
~p = ~~k (2.5)






Isto possibilita escrever a equac¸a˜o 2.4 em func¸a˜o do momento linear simplesmente
multiplicando o potencial de interac¸a˜o pela constante 2m/~2, resultando em






E´ poss´ıvel admitir a existeˆncia de uma regia˜o no espac¸o em que o potencial diminui
mais rapidamente do que 1/r, pois de fato, na maioria dos casos, este crite´rio pode
ser verificado. Esta regia˜o e´ a chamada regia˜o assinto´tica, pois e´ ali que o potencial
possui dimenso˜es pequenas o suficiente para ser considerado desprez´ıvel. Nesta
regia˜o, a equac¸a˜o 2.7 pode ser reescrita como
{∇2 + k2}ψ(~r) = 0. (2.9)
Esta pode ser interpretada como a equac¸a˜o de part´ıcula livre, uma vez que esta´
escrita para uma regia˜o onde o proje´til na˜o interage com o alvo. A soluc¸a˜o desta
equac¸a˜o deve ser considerada na func¸a˜o de onda da part´ıcula espalhada, assim como
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a soluc¸a˜o na regia˜o onde o potencial e´ significativo. Desta forma, em coordenadas
contidas na regia˜o assinto´tica, a soluc¸a˜o da equac¸a˜o 2.7 deve ser escrita como a soma
ψ(~r) ∼
r→∞
ψlivre(~r) + ψesp(~r), (2.10)
e nesta equac¸a˜o ψlivre(~r) representa a soluc¸a˜o da equac¸a˜o 2.9 e ψesp(~r) a func¸a˜o
de onda que representa a part´ıcula espalhada na a´rea de interac¸a˜o. E´ muito fa´cil
verificar que a soluc¸a˜o de 2.9 pode ser dada por uma onda plana
ψlivre = Ae
i~k·~r, (2.11)
onde a constante de normalizac¸a˜o A na˜o interfere nos ca´lculos a seguir. Se esta
soluc¸a˜o representa as part´ıculas espalhadas por um potencial nulo, enta˜o ela deve
descrever as part´ıculas incidentes sobre o alvo. A func¸a˜o que representa a func¸a˜o
espalhada deve estar definida radialmente a partir do centro de massa do sistema
e pode assumir valores distintos para qualquer orientac¸a˜o. Se ela deve existir em
todo o espac¸o, respeitada a regia˜o assinto´tica, enta˜o a escrevemos como uma onda
esfe´rica tal que




onde f(θ, ϕ) e´ a amplitude de espalhamento, uma func¸a˜o somente do aˆngulo polar e
azimutal e da´ a proporc¸a˜o das part´ıculas espalhadas em cada direc¸a˜o. Se considerar-
mos o esquema idealizado de um experimento de espalhamento 2.1, verificamos que
o observa´vel esta´ relacionado a` distribuic¸a˜o angular da onda espalhada. Conclui-se
que este observa´vel deve ser relacionado a` amplitude de espalhamento f(θ, ϕ).
Desta forma, a equac¸a˜o 2.10 pode ser reescrita explicitamente em func¸a˜o da onda
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θˆ
rˆϕˆ
Fig. 2.1: Idealizac¸a˜o do experimento de espalhamento. As setas vermelhas largas repre-
sentam as part´ıculas incidentes sobre o colimador, dado como barras destacadas.
O feixe que emerge do colimador esta´ desenhado como a seta vermelha fina, e
este incide sobre o alvo (o c´ırculo azul delimita a regia˜o assinto´tica). Apo´s in-
terac¸a˜o, as part´ıculas se propagam em diferentes direc¸o˜es, representadas pelas
setas vermelhas pequenas combinadas com frentes da onda esfe´rica espalhada
(Eq. 2.12). O detector esta´ representado pelo retaˆngulo preenchido de cinza, em
conjunto com o esquema do sistema de coordenadas.
Podemos verificar que esta func¸a˜o de onda satisfaz a equac¸a˜o 2.4 assintoticamente,
uma vez feita a considerac¸a˜o de que o potencial vai a` zero mais rapidamente que a
func¸a˜o 1/r. Isso implica que 2.13 deve conter as informac¸o˜es sobre os observa´veis
de um experimento de espalhamento.
2.2 Sec¸o˜es de Choque
Os resultados de experimentos de colisa˜o sa˜o usualmente representados em termos
de uma quantidade chamada sec¸a˜o de choque. Para um determinado tipo de evento
ocorrido na colisa˜o, a sec¸a˜o de choque e´ definida como a raza˜o entre o nu´mero de
eventos observados pelo fluxo de part´ıculas incidentes por unidade de tempo, e pelo
nu´mero de centros espalhadores [26, p. 102]. Desta forma, dado um alvo composto
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onde σel e´ a sec¸a˜o de choque ela´stica de acordo com a definic¸a˜o dada acima. Se o
nu´mero de part´ıculas espalhadas e´ detectado em func¸a˜o do aˆngulo de observac¸a˜o
(polar ou azimutal), enta˜o a sec¸a˜o de choque dada por 2.14 tambe´m e´ func¸a˜o deste
aˆngulo. A sec¸a˜o de choque por elemento de aˆngulo so´lido deve ser proporcional ao







que representa a sec¸a˜o de choque diferencial. Esta grandeza pode fornecer mais
detalhes sobre a natureza da interac¸a˜o entre as part´ıculas espalhadas e o alvo, o que
sera´ muito u´til na discussa˜o dos resultados apresentados nesta tese.
Dada a definic¸a˜o de sec¸a˜o de choque e a func¸a˜o de onda que descreve a dinaˆmica
das part´ıculas espalhadas, podemos relacionar as duas equac¸o˜es. Para tanto, calcu-








que deve satisfazer a equac¸a˜o da continuidade
~∇ · ~+ ∂ρ
∂t
= 0. (2.17)
Como a func¸a˜o de onda 2.13 e´ independente do tempo, o termo que representa
a variac¸a˜o temporal da densidade de probabilidade deve ser nulo. Neste caso, a
equac¸a˜o 2.17 fica reduzida a
~∇ · ~ = 0. (2.18)
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Para as part´ıculas incidentes, ψlivre deve satisfazer 2.18 termo a termo. Considerando




Substituindo 2.19 na equac¸a˜o 2.16, calculamos o fluxo pelo elemento de a´rea per-
pendicular a` direc¸a˜o do feixe incidente, que resulta em
~ · zˆ = jinc = |A|2~k
m
, (2.20)
termo que satisfaz 2.18. Para a onda esfe´rica emergente 2.12, calculamos o fluxo por
um elemento de a´rea esfe´rica que compreende o aˆngulo so´lido dΩ e encontramos
~ · rˆr2dΩ = jesp = |A|2~k
m
|f(θ, ϕ)|2dΩ. (2.21)
Seguindo a definic¸a˜o de sec¸a˜o de choque dada no in´ıcio desta sec¸a˜o, dividimos o




= dσ = |f(θ, ϕ)|2dΩ, (2.22)




= |f(θ, ϕ)|2. (2.23)
A equac¸a˜o 2.23 prova duas hipo´teses levantadas anteriormente: que a sec¸a˜o de cho-
que esta´ relacionada com a amplitude de espalhamento e que e´ poss´ıvel obter esta
relac¸a˜o a partir da func¸a˜o de onda assinto´tica 2.13. Podemos entender disto a
seguinte implicac¸a˜o pra´tica: se formos capazes de resolver a equac¸a˜o 2.7, encontra-
remos a sec¸a˜o de choque do espalhamento. Uma observac¸a˜o importante em relac¸a˜o
a equac¸a˜o 2.23 e´ que, desde o in´ıcio da sua demonstrac¸a˜o, consideramos que as
pert´ıculas espalhadas possuem a mesma energia que as part´ıculas incidentes, o que
26 Cap´ıtulo 2. Sec¸a˜o de Choque de Espalhamento
na˜o e´ verdade para coliso˜es inela´sticas. Entretanto, este trabalho esta´ limitado ao
ca´lculo de sec¸o˜es de choque ela´sticas, de forma que a relac¸a˜o entre sec¸a˜o de choque
diferencial e amplitude de espalhamento obtida e´ precisa o suficiente.
2.3 A Equac¸a˜o Integral do Espalhamento
Na sec¸a˜o anterior, definimos a grandeza a ser calculada com o objetivo de comparar
aos dados experimentais. O ca´lculo da sec¸a˜o de choque fica enta˜o condicionado
a` soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o diferencial complicada 2.7 e que deve estar sujeita a`
condic¸a˜o de contorno 2.13. Podemos mostrar que existe uma equac¸a˜o integral que
ja´ incorpora a condic¸a˜o de contorno ale´m de implicar em uma outra representac¸a˜o
da amplitude de espalhamento, atrave´s da matriz de transic¸a˜o.
Vamos reescrever a equac¸a˜o de Schro¨dinger 2.7 da seguinte maneira
[∇2 + k2]ψ(~r) = U(~r)ψ(~r), (2.24)
e com isso podemos considerar o lado direito da igualdade como um termo ino-
mogeˆneo. A soluc¸a˜o geral deste tipo de equac¸a˜o pode ser escrita como [27, cap. 7]
ψ(~r) = φ(~r) +
∫
G0(~r, ~r′)U(~r′)ψ(~r′)d~r′ (2.25)
onde φ(~r), assim como ψlivre(~r) 2.11 e´ uma soluc¸a˜o da equac¸a˜o homogeˆnea[∇2 + k2]φ(~r) = 0, (2.26)
e G0(~r, ~r′) e´ a func¸a˜o de Green de part´ıcula livre, correnpondente ao operador ∇2 e
ao nu´mero k. Ou seja,
[∇2 + k2]G0(~r, ~r′) = δ(~r − ~r′). (2.27)
Todas as func¸o˜es que aparecem na equac¸a˜o 2.25, excetuando o potencial U(~r), de-
pendem explicitamente do nu´mero k, entretanto esta dependeˆncia esta´ omitida no
texto por simplicidade.
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A soluc¸a˜o da equac¸a˜o 2.26 representa uma onda plana que incide sobre o alvo.
Escrevemos a mesma normalizada, isto e´
φ(~r) = (2π)−3/2ei
~k·~r, (2.28)
e com isso temos que
〈φ~k|φ~k′〉 = δ(~k − ~k′) (2.29)
e ∫
d~k |φ~k〉 〈φ~k| = 1, (2.30)
onde a func¸a˜o φ~k,~k′ e´ a equac¸a˜o 2.28 para
~k = ~k, ~k′.





faltando a explicitac¸a˜o da func¸a˜o de Green conjuntamente com as condic¸o˜es de
contorno, para que a soluc¸a˜o do problema de espalhamento por um dado potencial
U(~r) esteja estabelecido. De fato, e´ a func¸a˜o G0(~r, ~r′) que carrega as condic¸o˜es de
contorno previamente dadas pela equac¸a˜o 2.13.
Com a intenc¸a˜o de explicitar a func¸a˜o de Green G0(~r, ~r′), escrevemos a func¸a˜o
delta no espac¸o de vetor de onda




e a func¸a˜o G0(~r, ~r′) como





Substituindo 2.33 na equac¸a˜o 2.27 (o operador ∇2 na˜o atua nas coordenadas ~r′), e




k2 − k′2 , (2.34)
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e isso implica que




k′2 − k2 d
~k′. (2.35)
Este integrando possui polos nos pontos k′ = ±k, enta˜o e´ necessa´rio fazer uma
descric¸a˜o bem definida para evitar estas singularidades e dar significado para a inte-
gral. Com efeito, a integrac¸a˜o no plano complexo contornando os po´los e garantindo
que a condic¸a˜o dada por 2.13 seja satisfeita para r → ∞ implica que a func¸a˜o de








|~r − ~r′| , (2.36)
e o superescrito (+) representa que esta e´ a func¸a˜o de Green que conte´m as condic¸o˜es
de contorno para r →∞.
Esta func¸a˜o de Green possibilita reescrever a equac¸a˜o 2.31 para a func¸a˜o espa-








que e´ a equac¸a˜o de Lippmann-Schwinger. Esta equac¸a˜o substitui a equac¸a˜o de




E´ poss´ıvel encontrar uma expressa˜o para a amplitude de espalhamento a partir da
equac¸a˜o 2.37, bastando avaliar se o seu comportamento coincide com a onda as-
sinto´tica 2.13 para r →∞.
Comparando as equac¸o˜es 2.37 e 2.13, verificamos trivialmente que o termo expo-







Cap´ıtulo 2. Sec¸a˜o de Choque de Espalhamento 29
para a condic¸a˜o de que ~r e´ muito grande. Para visualizar claramente a dependeˆncia
desta integral com ~r, escrevemos ela explicitando a func¸a˜o de Green, que implica em







Expandindo o termo |~r − ~r′| para ~r ≫ ~r′, encontramos
|~r − ~r′| =
√
r2 − 2~r · ~r′ + r′2 ≈
r→∞
r − rˆ · ~r′, (2.40)
e isto implica que podemos escrever
eik|~r−
~r′|




~kf ·~r′ +O(r−2), (2.41)
onde ~kf = krˆ e´ o vetor de onda final. Substituindo este resultado na equac¸a˜o 2.39
em uma aproximac¸a˜o em que os termos de ordem O(r−2) podem ser desprezados,









e combinando este resultado com a equac¸a˜o 2.37 temos










A equac¸a˜o 2.43 e´ equivalente a` equac¸a˜o 2.13, pois ambas sa˜o va´lidas para as
mesmas condic¸o˜es sobre ~r e ~r′. Isto implica que a amplitude introduzida na equac¸a˜o
2.13 e´ dada por
A = (2π)−3/2, (2.44)




podemos escrever a amplitude de espalhamento da equac¸a˜o 2.13 como
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ou utilizando uma notac¸a˜o mais compacta (A−2 = 8π3):
f = −2π2 〈Φ~kf |U |ψ~ki〉 . (2.48)
Ainda assim, para explicitar a dependeˆncia da amplitude de espalhamento com o




〈Φ~kf |V |ψ~ki〉 . (2.49)
O elemento da matriz de transic¸a˜o Tfi e´ definido como
Tfi = 〈Φ~kf |V |ψ~ki〉 , (2.50)













2.4 Ana´lise de Ondas Parciais
Nas sec¸o˜es anteriores, foi demonstrado que a amplitude de espalhamento e conse-
quentemente as sec¸o˜es de choque diferenciais sa˜o determinadas atrave´s do compor-
tamento assinto´tico da equac¸a˜o de espalhamento. Esta sec¸a˜o e´ dedicada a encontrar
estas mesmas grandezas fazendo a considerac¸a˜o de que o potencial de interac¸a˜o e´
central, isto e´, depende apenas da magnitude do vetor ~r. Neste caso, a soluc¸a˜o
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da equac¸a˜o de espalhamento pode ser escrita em termos dos harmoˆnicos esfe´ricos
e de uma func¸a˜o radial a ser determinada. Escrevendo a soluc¸a˜o explicitamente
nesta forma, podemos encontrar conexo˜es entre a func¸a˜o radial e a func¸a˜o de onda
assinto´tica. Este procedimento e´ conhecido como ana´lise de ondas parciais.
Consideremos o espalhamento de uma part´ıcula de massa m por um potencial
central V (r). No sistema de coordenadas esfe´ricas, a equac¸a˜o de Schro¨dinger inde-




∇2esfψ(+)(~r) + V (r)ψ(+)(~r) = Eψ(+)(~r), (2.53)





























Com o aux´ılio do operador momento angular orbital L, tal que L2 = L2x +L2y +L2z,
o hamiltoniano equac¸a˜o 2.53 pode ser escrito como

















+ V (r), (2.55)
de modo que os comutadores
[H,L2] = [H,Lz] = 0. (2.56)
Os operadores L2 e Lz possuem autofunc¸o˜es comuns, Ylm(θ, ϕ), de acordo com as
equac¸o˜es
L2Ylm(θ, ϕ) = l(l + 1)~2Ylm(θ, ϕ) (2.57)
e
LzYlm(θ, ϕ) = m~Ylm(θ, ϕ), (2.58)
e os nu´merosm, l associados aos autovalores destes operadores sa˜o o nu´mero quaˆntico
orbital e o nu´mero quaˆntico magne´tico, respectivamente.
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A partir destas equac¸o˜es, podemos propor uma expansa˜o da func¸a˜o de onda es-






clm(k)Rlm(k, r)Ylm(θ, ϕ), (2.59)
onde a dependeˆncia com o nu´mero de onda k foi explicitada na func¸a˜o de onda, nos
coeficientes da expansa˜o e nas func¸o˜es radiais. Esta expansa˜o e´ vantajosa, uma vez














− l(l + 1)
r2
]
Rl(k, r) + V (r)Rl(k, r) = ERl(k, r). (2.60)
E´ conveniente definir uma nova func¸a˜o a ser determinada
ul(k, r) = rRl(r), (2.61)
e escrever a equac¸a˜o 2.60 em termos do potencial reduzido e do nu´mero de onda
(assim como na equac¸a˜o 2.7)[
d
dr




ul(k, r) = 0, (2.62)
que e´ a equac¸a˜o radial de espalhamento.
Para resolver a equac¸a˜o 2.62 e encontrar as func¸o˜es ul(r), e´ necessa´rio especificar as
condic¸o˜es de contorno que devem ser satisfeitas por estas func¸o˜es. As soluc¸o˜es radiais
para a part´ıcula livre U(r) = 0 sa˜o importantes para determinar estas condic¸o˜es[
d2
dr2
+ k2 − l(l + 1)
r2
]
Yl(k, r) = 0. (2.63)














1− l(l + 1)
ρ2
)]
Fl(ρ) = 0, (2.65)
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que e´ a equac¸a˜o diferencial de Bessel esfe´rica. A soluc¸a˜o geral desta equac¸a˜o diferen-
cial e´ a combinac¸a˜o linear de duas soluc¸o˜es particulares linearmente independentes,
tais como a func¸a˜o de Bessel esfe´rica jl e a func¸a˜o de Neumann esfe´rica nl
Fl(ρ) = C(1)l jl(ρ) + C(2)l nl(ρ), (2.66)
que voltando para a notac¸a˜o em r fica









Examinando as soluc¸o˜es particulares de 2.65, percebemos que a apenas a func¸a˜o
de bessel esfe´rica e´ regular na origem (kr → 0), pois este comportamento e´ tal que
rjl(0) = 0, (2.68)




Assim como as func¸o˜es de Neumann e de Hankel sa˜o irregulares na origem por na˜o
satisfazerem o crite´rio de serem nulas na origem. Isto implica que jl(kr) e´ a u´nica
soluc¸a˜o da equac¸a˜o 2.65 finita em todos os pontos do espac¸o, e portanto para todo
valor positivo de energias (condic¸a˜o de espalhamento) existem autofunc¸o˜es comuns
ao hamiltoniano livre




ao operador L2 e Lz, dadas por jl(kr)Ylm(θ, ϕ). Ale´m disto, as func¸o˜es de Bessel






δ(k − k′), (2.71)
e portanto as autofunc¸o˜es escritas em termos de jl(kr)Ylm(θ, ϕ) constituem um con-
junto completo ortogonal. Isto significa que podemos expandir func¸o˜es relevantes
ao nosso estudo em termos destas autofunc¸o˜es.
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A func¸a˜o de onda plana, que e´ autofunc¸a˜o do hamiltoniano livre, pode ser escrito
como (escolhendo ~k = kzˆ)
eikz cos θ =
∞∑
l=0
(2l + 1)ıljl(kr)Pl(cos θ), (2.72)







Comparando as equac¸o˜es 2.59 e 2.72, com o aux´ılio da relac¸a˜o entre os harmoˆnicos
esfe´ricos e os polinoˆmios de Legendre, verificamos que as func¸o˜es radiais para a
part´ıcula livre sa˜o ideˆnticas a`s func¸o˜es de Bessel esfe´ricas, a menos de um fator
dependente de k. Ale´m disso, conseguimos identificar os coeficientes da expasa˜o
2.59
c0lm = [4π(21 + 1)]
1/2ılδm,0. (2.74)
Com estas informac¸o˜es e conhecendo a forma funcional das func¸o˜es de Bessel para
r → ∞, podemos expandir a func¸a˜o de onda estaciona´ria em um conjunto das
autofunc¸o˜es do hamiltoniano de part´ıcula livre e determinar a forma da amplitude
de espalhamento nesta formulac¸a˜o.
Na regia˜o assinto´tica, a func¸a˜o de onda de espalhamento pode ser escrita a partir






























lπ) − e−i(kr− 12 lπ)
2ıkr
× (2.76)
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Isto deve ser equivalente a` expansa˜o 2.59 para o limite em que r → ∞ onde o
























e´ a amplitude relacionada a`s func¸o˜es de Besses e Neumann e δl e´ um aˆngulo real
qualquer que representa a diferenc¸a de fase entre estas func¸o˜es. Comparando as




[4π(2l + 1)]1/2 ıleiδlδm,0, (2.79)






ıleiδlRl(k, r)Pl(cos θ). (2.80)
Sabendo que a forma funcional da equac¸a˜o radialRl(r) nesta regia˜o esta´ associada
a`s func¸o˜es de Bessel, e´ poss´ıvel determinar a amplitude de espalhamento da equac¸a˜o
2.13, simplesmente comparando os termos que representam a amplitude da onda






(2l + 1)eiδl sin δlPl(cos θ). (2.81)
Esta equac¸a˜o e´ relevante, pois se as diferenc¸as de fase sa˜o conhecidas para cada
termo da expansa˜o em ondas parciais, enta˜o a amplitude de espalhamento pode ser



















(2l + 1) sin2 δl. (2.83)
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A relac¸a˜o entre as diferenc¸as de fase e o potencial espalhador na˜o e´ trivial, entre-
tanto e´ poss´ıvel escrever os elementos da matriz de reataˆncia (matriz K) em termos
do potencial espalhador e das func¸o˜es de espalhamento. Os elementos desta matriz
podem ser relacionados diretamente com os elementos da matriz de transic¸a˜o, o que
implica que as sec¸o˜es de choque podem ser obtidas a partir da equac¸a˜o 2.52. Da
mesma forma, e´ poss´ıvel encontrar uma relac¸a˜o direta entre os elementos da matriz
K com a tangente das diferenc¸as de fase, o que possibilita determinar as sec¸o˜es de
choque a partir de 2.82. A determinac¸a˜o da matriz K deve ser feita numericamente,
pois a representac¸a˜o do potencial espalhador de mole´culas e´ complicada demais para
ser feita de modo expl´ıcito. Ale´m disto, as func¸o˜es de espalhamento que dependem
do potencial tambe´m sa˜o representadas numericamente, o que impossibilita uma
abordagem mais anal´ıtica do problema.
Expandindo as func¸o˜es relevantes na equac¸a˜o de Lippmann-Schwinger em ondas
parciais, esperamos encontrar alguma relac¸a˜o expl´ıcita das diferenc¸as de fase com
































′, ϕ′)Ylm(θ, ϕ) (2.86)
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onde a ortogonalidade entre os harmoˆnicos esfe´ricos foi utilizada e a notac¸a˜o r< e
r> representa o menor e o maior valor entre r e r
′.
Com a equac¸a˜o acima e´ poss´ıvel representar explicitamente a func¸a˜o Rl(k, r) em


























Podemos avaliar o seu comportamento assinto´tico e comparar com a soluc¸a˜o geral
da equac¸a˜o 2.60 na mesma regia˜o do espac¸o, isto e´
Rl(k, r) ∼
r→∞
jl(k, r)− tan δlnl(k, r), (2.89)
a menos de um fator de normalizac¸a˜o arbitra´rio que esta´ inclu´ıdo nos coeficientes
cl. Para r →∞, o u´ltimo termo da equac¸a˜o 2.88 desaparece, e utilizando a relac¸a˜o
h
(1)












































Os coeficientes arbitra´rios cl devem ser escolhidos de modo a simplificar a relac¸a˜o
entre as diferenc¸as de fase e as integrais radiais, tal que
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A ana´lise da equac¸a˜o de Lippmann-Schwinger expandida em ondas parciais com
o conhecimento dos coeficientes cl permite encontrar mais algumas relac¸o˜es impor-
tantes. Os elementos da matriz











Kl = −tan δl
k
. (2.95)
Utilizando a relac¸a˜o h
(1)
l (kr) = jl(kr) + ınl(kr), cada func¸a˜o radial que aparece na
equac¸a˜o de Lippmann-Schwinger 2.37 fica escrita como






′) = −kjl(kr<)nl(kr>). (2.97)
No pro´ximo cap´ıtulo, estas equac¸o˜es sera˜o utilizadas na formulac¸a˜o de um me´todo
iterativo para a determinac¸a˜o dos elementos da matriz K, permitindo a obtenc¸a˜o
das diferenc¸as de fase e consequentemente das sec¸o˜es de choque.
Cap´ıtulo 3
Me´todo das Frac¸o˜es Continuadas -
MCF
O me´todo das frac¸o˜es continuadas consiste em um me´todo iterativo para a ob-
tenc¸a˜o da matriz de espalhamento, a partir de uma aproximac¸a˜o em que o potencial
espalhador na˜o influencia a func¸a˜o de onda radial. Esta matriz e´ escrita na forma de
frac¸o˜es continuadas, sendo obtida a partir da aproximac¸a˜o de que a onda espalhada
e´ ideˆntica a onda incidente quando o potencial de interac¸a˜o se anula. Assim, os
elementos da matriz de espalhamento podem ser obtidos recursivamente a partir de
uma determinada iterac¸a˜o. A eficieˆncia e facilidade de aplicac¸a˜o deste procedimento
foi demonstrada em diversas ocasio˜es [9, 28, 29].
3.1 Teoria do Me´todo
Simplificando a notac¸a˜o do cap´ıtulo anterior, descrevemos a equac¸a˜o de espalha-
mento como
|ψ〉 = |φ〉+ GU |ψ〉 , (3.1)
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onde U e´ o potencial de espalhamento considerado hermitiano, |ψ〉 = ψ(+)(k,~r) e´
a func¸a˜o de onda que descreve a dinaˆmica de espalhamento, |φ〉 = φ~ki(k,~r) e´ uma
onda plana e G e´ a func¸a˜o de Green de part´ıcula livre, dada em termos das func¸o˜es
de Bessel e de Neumann esfe´ricas como 2.97
G = Gl(r, r′) = −kjl(kr)nl(kr′) → r′ > r (3.2)
G = Gl(r, r′) = −kjl(kr′)nl(kr) → r > r′. (3.3)
O objetivo e´ obter atrave´s da func¸a˜o |ψ〉 a matriz K, definida como
K = 〈φ|U |ψ〉 (3.4)




e com isso obter a sec¸a˜o se choque desejada para cada energia do po´sitron incidente
atrave´s da equac¸a˜o 2.82.
Na primeira aproximac¸a˜o de Born, a func¸a˜o de onda de espalhamento e´ dada pela
onda plana incidente, e isto implica que a matriz K nesta ordem de aproximac¸a˜o
seja diferente de zero, ou seja, 〈φ|U |φ〉 6= 0. Com isto, definimos um novo potencial,
U (1) dado por
U (1) = U − U |φ〉 〈φ|U〈φ|U |φ〉 , (3.6)
de modo que a sua operac¸a˜o sobre a func¸a˜o |φ〉 e´ nula, isto e´
U (1) |φ〉 = 0, 〈φ|U (1) = 0. (3.7)
Substituindo este potencial na equac¸a˜o de espalhamento 3.1, obtemos
|ψ〉 = |φ〉+ GU |φ〉 〈φ|U |ψ〉〈φ|U |φ〉 + GU
(1) |ψ〉 , (3.8)
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ou de forma equivalente
(
1− GU (1)) |ψ〉 = |φ〉+ GU |φ〉 〈φ|U |ψ〉〈φ|U |φ〉 . (3.9)
A inversa˜o do operador
(
1− GU (1)) permite escrever
|ψ〉 = (1− GU (1))−1 |φ〉+ (1− GU (1))−1 GU |φ〉 〈φ|U |ψ〉〈φ|U |φ〉 , (3.10)
onde (
1− GU (1))−1 |φ〉 = |φ〉+ ∞∑
n=1
an(GU (1))n |φ〉 (3.11)
e, usando a propriedade obtida na equac¸a˜o 3.7, implica em
|ψ〉 = |φ〉+ (1− GU (1))−1 GU |φ〉 〈φ|U |ψ〉〈φ|U |φ〉 . (3.12)
Com o objetivo de obter a soluc¸a˜o |ψ〉 e usa´-la na equac¸a˜o 3.4, definimos as
seguintes func¸o˜es
|φ1〉 = GU |φ〉 (3.13)
|ψ1〉 =
(
1− GU (1))−1 |φ1〉 , (3.14)
e reescrevemos a equac¸a˜o 3.12 atrave´s destas func¸o˜es
|ψ〉 = |φ〉+ |ψ1〉 〈φ|U |ψ〉〈φ|U |φ〉 . (3.15)
Multiplicando esta expressa˜o por 〈φ|U em ambos os lados da igualdade e resolvendo
para a equac¸a˜o 3.4
K = 〈φ|U |ψ〉 = 〈φ|U |φ〉
2
〈φ|U |φ〉 − 〈φ|U |ψ1〉 , (3.16)
que pode ser substitu´ıda novamente em 3.15, resultando em
|ψ〉 = |φ〉+ |ψ1〉 〈φ|U |φ〉〈φ|U |φ〉 − 〈φ|U |ψ1〉 . (3.17)
Este conjunto de equac¸o˜es permite determinar a matriz K na primeira aproximac¸a˜o
de Born, tal que ψ1 ≡ φ1. O objetivo e´ ir ale´m desta aproximac¸a˜o, e para isto e´
necessa´rio encontrar a func¸a˜o de espalhamento ψ1.
42 Cap´ıtulo 3. Me´todo das Frac¸o˜es Continuadas - MCF
Observamos que a equac¸a˜o 3.14 e´ identica a` equac¸a˜o de Lippmann-Schwinger,
onde as func¸o˜es envolvidas sa˜o reescritas em termos da equac¸a˜o 3.13
|ψ1〉 = |φ1〉+ GU (1) |ψ1〉 , (3.18)
que e´ do mesmo tipo da equac¸a˜o de partida do passo anterior 3.1. Portanto, podemos
seguir o mesmo procedimento do passo anterior com o objetivo de resolver esta
equac¸a˜o. Seguindo o mesmo racioc´ınio que permitiu definir as equac¸o˜es 3.6, 3.13 e
3.14, definimos
U (2) = U (1) − U
(1) |φ1〉 〈φ1|U (1)
〈φ1|U (1) |φ1〉 , (3.19)




1− GU (2))−1 |φ2〉 .1 (3.21)
A operac¸a˜o do potencial U (2) sobre as func¸o˜es |φ1〉 e |φ〉 e´ nula, de modo que
U (2) |φ1〉 = U (2) |φ〉 = 0. (3.22)
Substituindo a equac¸a˜o 3.19 em 3.18, a func¸a˜o |ψ1〉 fica escrita como
|ψ1〉 = |φ1〉+ GU (2) |ψ1〉+ GU (1) |φ1〉 〈φ1|U
(1) |ψ1〉
〈φ1|U (1) |φ1〉 , (3.23)
que apo´s a aplicac¸a˜o das equac¸o˜es 3.20 e 3.21, resume-se a
|ψ1〉 = |φ1〉+ |ψ2〉 〈φ1|U
(1) |ψ1〉
〈φ1|U (1) |φ1〉 . (3.24)
Atuando 〈φ1|U (1) na igualdade acima, e´ poss´ıvel resolver para
〈φ1|U (1) |ψ1〉 = 〈φ1|U
(1) |φ1〉2
〈φ1|U (1) |φ1〉 − 〈φ1|U (1) |ψ2〉 , (3.25)
1 A equac¸a˜o 17 da refereˆncia [29] esta´ errada.
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e a substituic¸a˜o desta expressa˜o na equac¸a˜o 3.24, implica que
|ψ1〉 = |φ1〉+ |ψ2〉 〈φ1|U
(1) |φ1〉
〈φ1|U (1) |φ1〉 − 〈φ1|U (1) |ψ2〉 . (3.26)
Ale´m disso, a func¸a˜o de espalhamento |ψ2〉 e´ definida pela equac¸a˜o 3.21, tal que
|ψ2〉 = |φ2〉+ GU (2) |ψ2〉 . (3.27)
Uma nova repetic¸a˜o deste procedimento nos levaria a`s equac¸o˜es
|ψ2〉 = |φ2〉+ |ψ3〉 〈φ2|U
(2) |φ2〉
〈φ2|U (2) |φ2〉 − 〈φ2|U (2) |ψ3〉 , (3.28)
|ψ3〉 = |φ3〉+ GU (3) |ψ3〉 , (3.29)
onde as func¸o˜es de ı´ndice 3 sa˜o definidas por
|φ3〉 = GU (2) |φ2〉 (3.30)
|ψ3〉 =
(
1− GU (3))−1 |φ3〉 , (3.31)
de modo que a operac¸a˜o do potencial U (3) sobre as func¸o˜es |φ〉, |φ1〉 e |φ2〉 e´ nula,
isto e´
U (3) |φ2〉 = U (3) |φ1〉 = U (3) |φ〉 = 0. (3.32)
Observando o comportamento acima, e´ poss´ıvel aplicar o princ´ıpio da induc¸a˜o
para o procedimento de ordem N e encontrar todas as func¸o˜es relevantes para a
resoluc¸a˜o da equac¸a˜o de espalhamento definida no passo anterior. Ou seja, as func¸o˜es
relevantes na iterac¸a˜o N sa˜o dadas por
|ψN 〉 = |φN〉+ |ψN+1〉 〈φN |U
(N) |φN〉
〈φN |U (N) |φN〉 − 〈φN |U (N) |ψN+1〉 (3.33)
|φN+1〉 = GU (N) |φN〉 (3.34)
e
|ψN+1〉 = |φN+1〉+ GU (N+1) |ψN+1〉 , (3.35)
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e nestas relac¸o˜es continua nula a operac¸a˜o de U (N) sobre as func¸o˜es |φi〉, tal que
U (N) |ui〉 = 0 , i = 0, 1, · · · , N − 1, (3.36)
e nestas equac¸o˜es explicitamos a notac¸a˜o
φ0 = φ, U
(0) = U. (3.37)
Em cada uma das iterac¸o˜es, o potencial de interac¸a˜o foi definido de forma a
ser sempre menor que o potencial no passo anterior, isto e´, a interac¸a˜o entre o
proje´til e o alvo espalhador vai sendo enfraquecida sucessivamente. Como resultado
deste enfraquecimento, podemos parar o processo apo´s M passos, onde o termo
GU (M) |ψM〉 pode ser negligenciado, e, de acordo com a expressa˜o 3.35, podemos
escrever
|ψM〉 ≈ |φM〉 , (3.38)
e utilizando de forma recursiva as equac¸o˜es do processo iterativo, constru´ımos a
func¸a˜o |ψ〉.
Mesmo tendo em ma˜os o material para construir a func¸a˜o de onda |ψ〉, e´ mais
fa´cil e pra´tico construir a matriz K. De acordo com as equac¸o˜es 3.34 e 3.36, temos
as seguintes relac¸o˜es
〈φN |U (N) |φN+2〉 = 〈φN+1|U (N+1) |φN+1〉 (3.39)
〈φN |U (N) |φN+M〉 = 0, M = 3, 4, · · · (3.40)
Definimos a matriz parcial obtida durante o i-e´simo passo iterativo, Ki, (i =
1, 2, · · · ) conforme
Ki = 〈φi−1|U (i−1) |ψi〉 (3.41)
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e enta˜o expressamos Ki na forma de frac¸o˜es continuadas, utilizando as equac¸o˜es
3.33, 3.34 e 3.35
Ki = 〈φi−1|U (i−1) |φi〉+ 〈φi|U
(i) |φi〉2
〈φi|U (i) |φi〉 −Ki+1 . (3.42)
O termo K1 dado pela equac¸a˜o 3.42 e´ relacionado a` matriz K por
K = KB +K1
KB
KB −K1 , (3.43)
e nesta equac¸a˜o KB = 〈φ|U |φ〉 e´ a matrizK na primeira aproximac¸a˜o de Born. Pelo
motivo da equac¸a˜o 3.42 ser escrita na forma de uma frac¸a˜o continuada, e ser central
para o me´todo proposto, este me´todo e´ chamado de me´todo das frac¸o˜es continuadas.
Ao obter K1, a func¸a˜o de onda |ψ〉 sera´ calculada com o aux´ılio da equac¸a˜o 3.17 e
expressa como
|ψ〉 = |φ〉+ |ψ1〉 KB
KB −K1 . (3.44)
3.2 Processo Iterativo
Com o objetivo de deixar claro o processo iterativo, analisamos cada termo da









e reescrevemos a equac¸a˜o 3.42 tal que
Ki = Ki−1,i−1,1 +
K2i,i,i
Ki,i,i −Ki+1 . (3.47)
Para cada iterac¸a˜o, isto e´, para cada valor de i, obtemos a matriz K necessa´ria para
contruir recursivamente K1 e resolver a equac¸a˜o 3.43.
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3.2.1 Primeira iterac¸a˜o (i = 1)
Para o ca´lculo da matriz K com apenas uma iterac¸a˜o, utilizamos i = 1 e K2 = 0
na equac¸a˜o 3.47, e obtemos
K1 = K0,0,1 +K1,1,1. (3.48)
3.2.2 Segunda iterac¸a˜o (i = 2)
Considerando agora duas frac¸o˜es na equac¸a˜o 3.47, usamos i = 2 eK3 = 0, obtemos
K2 = K1,1,2 +K2,2,2, (3.49)
que deve ser substitu´ıdo na expressa˜o
K1 = K0,0,1 +
K21,1,1
K1,1,1 −K2 , (3.50)
resultando em
K1 = K0,0,1 +
K21,1,1
K1,1,1 −K1,1,2 −K2,2,2 . (3.51)
3.2.3 Iterac¸a˜o i = 3
Para fazer o ca´lculo com treˆs iterac¸o˜es, usamos i = 3 e K4 = 0. Com isto
K3 = K2,2,3 +K3,3,3, (3.52)
K2 = K1,1,2 +
K22,2,2
K2,2,2 −K2,2,3 −K3,3,3 (3.53)
e finalmente
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3.2.4 Iterac¸a˜o i = N
A partir dos treˆs primeiros passos podemos generalizar o processo iterativo para
qualquer nu´mero de iterac¸o˜es. Utilizando i = N na equac¸a˜o 3.42 e fazendoKN+1 = 0
obtemos
KN = KN−1,N−1,N +KN,N,N , (3.55)
e substituindo recursivamente na expressa˜o para a matriz K anterior




Executando o processo descrito acima N + 1 vezes e verificando que o resultado
na˜o difere daquele obtido para o processo executado N vezes, podemos considerar
que a matriz K1 esta´ convergida e portanto o processo pode ser interrompido, uma
vez que a matriz K obtida e´ a matriz K exata para o sistema em estudo de acordo
com a convergeˆncia desejada.
3.3 Propriedades do me´todo
O me´todo das frac¸o˜es continuadas possui algumas propriedades de interesse no
estudo da colisa˜o de po´sitrons com mole´culas.
3.3.1 Do potencial de interac¸a˜o




|gi〉 〈gi| , (3.57)
o potencial U (N) desaparece apo´s N interac¸o˜es. Como resultado, obtemos a matriz
de espalhamento exata apo´s N iterac¸o˜es.
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Potenciais na˜o locais sa˜o supostos compactos, ou seja, podem ser aproximados pela
soma de termos separa´veis com uma precisa˜o arbitra´ria. Desta forma, concluimos
que a matriz de espalhamento para um potencial na˜o local pode ser calculada via
me´todo das frac¸o˜es continuadas com qualquer precisa˜o desejada.
3.3.2 Das func¸o˜es calculadas no MCF
A partir da segunda iterac¸a˜o, todas as func¸o˜es que sa˜o calculadas no processo
iterativo do me´todo das frac¸o˜es continuadas sa˜o de alcance finito. Isto e´ garantido
pela validade da relac¸a˜o 3.36 e tambe´m pelo fato de que a func¸a˜o de Green se
comporta assintoticamente como
G ∼ −k |nl〉 〈jl| . (3.58)
Foi demonstrado a partir da equac¸a˜o 2.65 que a soluc¸a˜o da equac¸a˜o radial para a
part´ıcula livre e´ a func¸a˜o de Bessel esfe´rica. Utilizando este resultado na equac¸a˜o
3.36, encontramos
〈jl|U (N) = 0 , i = 1, 2, · · · (3.59)









Como resultado, todas as func¸o˜es φi (i = 1, 2, · · · ) definidas pela equac¸a˜o 3.34 sa˜o
de alcance finito e regulares na origem.
3.3.3 Convergeˆncia do processo iterativo
O me´todo das frac¸o˜es continuadas converge rapidamente. Para demonstrar isto,
multiplicamos o potencial de interac¸a˜o por um paraˆmetro λ. Enta˜o, para valores
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pequenos deste paraˆmetro, podemos representar a matriz K = 〈φ|U |ψ〉 por uma
se´rie de poteˆncias
K = λ 〈φ|U |φ〉+ λ2 〈φ|UGU |φ〉+ λ3 〈φ|UGUGU |φ〉 · · · (3.61)
Se definimos
λn = λ
n 〈φ|U(GU)n−1 |φ〉 , (3.62)
a equac¸a˜o 3.61 fica escrita simplesmente como
K = λ1 + λ2 + λ3 + · · · (3.63)
Calculando a matriz K1 a partir da equac¸a˜o 3.42 com 3 iterac¸o˜es, encontramos
K1 = λ2 + λ3 + λ4 + λ5 + λ6 + · · · , (3.64)
que e´ uma expressa˜o correta ate´ o termo de sexta ordem. O racioc´ınio pode ser
generalizado para mostrar que o n-e´simo passo do me´todo implica em uma expansa˜o
da matriz K correta ate´ o termo λ2n.
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Cap´ıtulo 4
Descric¸a˜o do Alvo Molecular
Uma vez definida a equac¸a˜o integral de espalhamento a ser resolvida e desen-
volvido o me´todo para realizar esta tarefa, basta definir o potencial de interac¸a˜o
relevante para o estudo da dinaˆmica colisional do sistema de interesse. Vale lembrar
que o tratamento teo´rico apresentado ate´ o presente momento e´ va´lido tanto para
a colisa˜o de po´sitrons como de ele´trons por mole´culas ou a´tomos. Esta distinc¸a˜o
sera´ feita apenas no momento em que se definir o sinal da interac¸a˜o entre o proje´til
e as part´ıculas do alvo, bem como a existeˆncia ou na˜o da interac¸a˜o de troca. De
qualquer forma, a descric¸a˜o do alvo molecular em termos da sua func¸a˜o de onda e´
necessa´ria, para que estas interac¸o˜es sejam consideradas.
Apresentamos aqui, portanto, a descric¸a˜o da func¸a˜o de onda molecular, indis-
pensa´vel para que se obtenha o potencial de interac¸a˜o entre o po´sitron incidente e
o alvo, de modo que seja poss´ıvel resolver a equac¸a˜o de Lippmann-Schwinger 2.37 e
obter as sec¸o˜es de choque desejadas. 1
1 Este cap´ıtulo foi baseado nas refereˆncias [26][30]
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4.1 Equac¸a˜o de Schro¨dinger para um sistema de muitos corpos
E´ de nosso interesse obter soluc¸o˜es aproximadas da equac¸a˜o de Schro¨dinger na˜o
relativ´ıstica independente do tempo
HΦ(~r, ~R) = EΦ(~r, ~R), (4.1)
onde H e´ o operador Hamiltoniano, E sa˜o os autovalores associados a` energia de
cada estado do sistema e Φ(~r, ~R) sa˜o as autofunc¸o˜es do sistema em estudo.
Para um sistem de muitos corpos (N ele´trons e M nu´cleos), considerando a in-
terac¸a˜o eletrosta´tica entre cada constituinte do sistema e a energia cine´tica de cada

































que pode ser escrito de forma mais compacta como
H = Tn + Te + Ven + Vee + Vnn. (4.3)
Nesta expressa˜o, os operadores Laplaciano ∇2i e ∇2A envolvem a diferenciac¸a˜o em
relac¸a˜o a` coordenada do i-e´simo ele´tron e do A-e´simo nu´cleo, respectivamente. O
primeiro termo desta expressa˜o e´ o operador de energia cine´tica correspondente aos
nu´cleos, o segundo termo e´ o operador de energia cine´tica dos ele´trons, o terceiro
termo corresponde a` atrac¸a˜o coulombiana entre os ele´trons e os nu´cleos, o quarto
termo faz refereˆncia a` repulsa˜o entre os ele´trons e o u´ltimo termo diz respeito a`
repulsa˜o dos nu´cleos entre si. As coordenadas que aparecem no operador Hamilto-
niano sa˜o referentes a`s posic¸o˜es dos ele´trons ~ri e dos nu´cleos ~RA. A distaˆncia entre
o i-e´simo ele´tron e o A-e´simo nu´cleo e´ enta˜o dada por riA = |~ri − ~RA|, assim como
rij = |~ri−~rj | e RAB = |~RA− ~RB | da˜o a distaˆncia entre o i-e´simo e o j-e´simo ele´tron
e o A-e´simo e o B-e´simo nu´cleo, respectivamente.
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4.2 A aproximac¸a˜o de Born-Oppenheimer
O hamiltoniano dado pela equac¸a˜o 4.2 envolve as coordenadas dos ele´trons e dos
nu´cleos de tal maneira que a tentativa de resolver a equac¸a˜o de Schro¨dinger de
muitos corpos, atrave´s de uma separac¸a˜o de varia´veis, sera´ falha.
Contudo, se analisarmos qualitativamente, devido ao fato de que os nu´cleos pos-
suem massas muito maiores que a massa do ele´tron, devemos esperar que os ele´trons
possuam velocidades muito maiores do que as dos nu´cleos em a´tomos e mole´culas.
Isto significa que os ele´trons podem ajustar a sua posic¸a˜o instantaneamente em
torno de um nu´cleo que se move muito lentamente, portanto uma boa aproximac¸a˜o
e´ considerar o movimento dos ele´trons no campo dos nu´cleos esta´ticos. Nesta apro-
ximac¸a˜o, o termo de energia cine´tica dos nu´cleos na˜o deve ser levado em conta, e o
termo de repulsa˜o internuclear passa a ser uma constante no Hamiltoniano. Uma
constante em um operador na˜o tem efeito sobre as autofunc¸o˜es do operador. O





















e este descreve o movimento de N ele´trons no campo de M nu´cleos esta´ticos.
A soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Schro¨dinger que envolve o Hamiltoniano eletroˆnico
HelecΦelec = EelecΦelec (4.5)
e´ a func¸a˜o de onda eletroˆnica
Φelec = Φelec(~ri; ~RA), (4.6)
que depende explicitamente das coordenadas eletroˆnicas e parametricamente das co-
ordenadas nucleares, ou seja, para cada arranjo nuclear, Φelec e´ uma func¸a˜o diferente
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das coordenadas dos ele´trons, assim como a energia
Eelec = Eelec(~RA). (4.7)
A energia total para nu´cleos fixos deve incluir a constante de repulsa˜o nuclear








4.3 Aproximac¸a˜o de Hartree-Fock
OHamiltoniano eletroˆnico 4.4 depende apenas das coordenadas espaciais dos ele´trons.
Entretanto, para descrever completamente um ele´tron e´ necessa´rio especificar o seu
spin, ou seja, para considerar os efeitos de spin, a func¸a˜o de onda deve incluir as
coordenadas espaciais dos ele´trons e uma coordenada de spin. A func¸a˜o de onda
fica:
Φ(1, 2, · · · , Ne) = φ1 (~r1, χ1)φ2 (~r2, χ2) · · ·φNe (~rNe , χNe) , (4.9)
onde as coordenadas espaciais do N -e´simo ele´tron esta˜o representadas pela sua
posic¸a˜o ~rN e a sua coordenada de spin pela func¸a˜o χN . Esta func¸a˜o de onda que
une as coordenadas espaciais a`s de spin e´ denominada de func¸a˜o spin-orbital. Uma
caracter´ıstica que deve ser observada e´ a antissimetria da func¸a˜o spin-orbital, isto e´
Φ (1, · · · , i, j, · · · , N) = −Φ (1, · · · , j, i, · · · , N) , (4.10)






sendo esta aproximac¸a˜o conhecida como me´todo de Hartree-Fock.
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Uma forma mais simples de construir func¸o˜es de onda Hartree-Fock e´ usando
determinante de Slater. Para o caso de N ele´trons, a func¸a˜o de onda fica
Φ(1, 2, · · · , N) = (N !)−1/2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ1(1) φ2(1) · · · φN(1)





φ1(N) φ2(N) · · · φN(N)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.12)
ou de forma mais conveniente
Φ (1, 2, · · · N) = Aˆ |φ1(1)φ2(2) · · ·φN(N)〉 , (4.13)







onde Pˆ e´ o operador de permutac¸a˜o e εP e´ o nu´mero de transposic¸o˜es de Pˆ.
Para resolver a equac¸a˜o de Schro¨dinger e obter a func¸a˜o de onda molecular, usamos
a aproximac¸a˜o de campo autoconsistente (SCF - self consisten field), onde muda-
mos o hamiltoniano de muitos ele´trons para muitos hamiltonianos de um ele´tron, e
estes ele´trons interagem via campo me´dio. Utilizando a aproximac¸a˜o SCF e descre-
vendo os orbitais moleculares atrave´s da combinac¸a˜o de orbitais atoˆmicos (LCAO -
linear combination of atomic orbitals), e´ poss´ıvel resolver o problema variacional de
Hartree-Fock [26].
4.4 O operador de Fock para mole´culas de camada fechada
As aproximac¸o˜es apresentadas previamente permitem que o Hamiltoniano eletroˆnico
4.4 seja escrito como
HHF = h+ νHF (4.15)
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Na descric¸a˜o do sistema, utilizamos os orbitais completamente preenchidos, de
acordo com a formulac¸a˜o restrita de Hartree-Fock (RHF - restrict Hartree-Fock),
portanto escrevemos
Φ = Aˆ |(φ1(1)α(1))(φ1(2)β(2)) · · · (φN(2N − 1)α(2N − 1)(φN(2N)β(2N))〉 ,
(4.18)
onde N = Nel/2. Escrevemos de forma mais conveniente
ΦRHF =
∣∣11¯ · · ·NN¯〉 , (4.19)
onde o orbital sem barra indica spin para cima (↑) e com barra indica spin para
baixo (↓).




Utilizando a equac¸a˜o 4.15, analisamos o numerador em duas partes
〈




11¯ · · ·NN¯ |νHF |11¯ · · ·NN¯〉 = N∑
i.j=1
(2Jij −Kij) , (4.22)







(2Jij −Kij) . (4.23)
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conhecido como operador de Coulomb. Os elementos de matriz sa˜o escritos como













que pode ser interpretado classicamente como a repulsa˜o eletroˆnica de duas nuvens
de carga ρ1 = |φi(1)|2 e ρ2 = |φj(2)|2. Geralmente, notamos este elemento de matriz
como 〈ii|jj〉 e corresponde aos ele´trons 1 e 2 respectivamente.
Os termos Kij sa˜o os elementos de matriz do operador de troca, que na˜o possui
uma contrapartida cla´ssica. Este termo surge pela antissimetria da func¸a˜o de onda.









e representamos Kij como 〈ij|ji〉.
Os estados avaliados pelo princ´ıpio variacional, equac¸a˜o 4.20, de uma func¸a˜o de
onda aproximada, sa˜o um limite superior para a energia exata. Portanto, os orbitais
φi mais apropriados para o ca´lculo sa˜o aqueles que fornecem a energia mais baixa
da func¸a˜o de onda total. Enquanto que o orbital φi muda para (φi + δφi = φi + δ),
a energia eletroˆnica na equac¸a˜o 4.20 muda para
E(i+ δ) = E(i) + 4
N∑
i
〈δ|F i |i〉+O(δ2) , (4.28)
onde F i e´ o operador de Fock dado por
F i = h + J i +
∑
j 6=i
(2J i −Ki) . (4.29)
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Quando consideramos apenas os orbitais duplamente preenchidos, isto e´, aqueles de
camamada fechada, a ac¸a˜o deste operador sempre sera´ tal que
Fij = 〈i|F |j〉 . (4.30)
4.5 Me´todo LCAO para a obtenc¸a˜o dos orbitais moleculares
A ideia de que os orbitais moleculares podem ser obtidos atrave´s de uma com-
binac¸a˜o linear de orbitais atoˆmicos e´ razoa´vel. Isto porque e´ esperado que os or-
bitais moleculares venham a surgir pela superposic¸a˜o de orbitais atoˆmicos, quando
dois a´tomos esta˜o suficientemente pro´ximos. As pro´prias func¸o˜es matema´ticas que
descrevem os orbitais atoˆmicos sa˜o func¸o˜es aproximadas. Com tudo isso, a argu-
mentac¸a˜o de que e´ poss´ıvel aproximar os orbitais moleculares por uma combinac¸a˜o
linear de func¸o˜es atoˆmicas se mostra adequada.
Utilizar este tipo de orbital nas equac¸o˜es de Hartree-Fock foi a proposta de Ro-
othaan [26]. Utilizar estes orbitais nas equac¸o˜es de Hartree-Fock significa dizer
que estamos obtendo os orbitais moleculares, e consequentemente a func¸a˜o de onda
molecular, atrave´s de um me´todo autoconsistente (HF-SCF).
Para o caso em que a func¸a˜o de onda tem a forma da equac¸a˜o 4.11, escrevemos





onde cµi sa˜o os coeficientes da combinac¸a˜o linear que representam o orbital φi, e
χµ sa˜o as func¸o˜es de base que representam os orbitais atoˆmicos em questa˜o. Cada
orbital molecular possui o seu pro´prio conjunto de coeficientes cµi, que representam
as propriedades (paridade, simetria, etc.) deste orbital.
Cap´ıtulo 4. Descric¸a˜o do Alvo Molecular 59
A utilizac¸a˜o deste me´todo para a obtenc¸a˜o dos orbitais moleculares e´ de particular
convenieˆncia, pois, uma vez que conhecida a descric¸a˜o dos a´tomos que constituem a
mole´cula, podemos escrever os orbitais moleculares segundo esta combinac¸a˜o linear
e resolver as equac¸o˜es numericamente de forma iterativa ate´ que seja alcanc¸ada a
convergeˆncia desejada.
4.6 Potencial de interac¸a˜o utilizado
Com o objetivo de tratar o espalhamento de po´sitrons por mole´culas, devemos
conhecer a forma do potencial atrave´s do qual as part´ıculas envolvidas interagem.
Para tanto, consideramos o caso de um alvo que interage com uma part´ıcula. Desta
forma, o Hamiltoniano total do sistema sera´
H = Hmol − 1
2
∇2~r + U (~ri, ~r) , (4.32)
onde Hmol e´ o Hamiltoniano molecular, ~ri e´ a coordenada dos N constituintes da
mole´cula e ~r e´ a coordenada do po´sitron.
O nosso objetivo e´ resolver a equac¸a˜o de Schro¨dinger
Hψ (~ri, ~r) = Eψ (~ri, ~r) , (4.33)
e como H e´ conhecido, basta aplicar o me´todo de resoluc¸a˜o de equac¸o˜es diferenciais
parciais para obter a func¸a˜o
ψ (~ri, ~r) = ψ (~r1, ~r2, · · · , ~rN , ~r) . (4.34)
Os acoplamentos entre as coordenadas das N + 1 part´ıculas na˜o permitem que
as soluc¸o˜es sejam escritas na forma de produtos de func¸o˜es. Para contornar este
problema, recorremos a` descric¸a˜o do alvo. Supondo que conhec¸amos as autofunc¸o˜es
do alvo, e estas sa˜o escritas como determinantes de Slater tal qual na equac¸a˜o 4.12, o
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conhecimento de todas as func¸o˜es do alvo nos permite escrever a func¸a˜o de onda total
do sistema na forma de uma expansa˜o, onde projetamos a func¸a˜o de espalhamento
nestas func¸o˜es moleculares
ψ (~ri, ~r) =
∑
m
φm (~ri)Fm (~r) . (4.35)




φm (~ri)Fm (~r) = E
∑
m
φm (~ri)Fm (~r) . (4.36)
Fazendo o produto desta equac¸a˜o pelo complexo conjugado do conjunto de func¸o˜es




























Podemos integrar esta expressa˜o termo a termo em d~ri, obtendo para cada um deles,











































δmnFm = EFn. (4.42)
Rearranjando os termos, obtemos
− 1
2






Fm (~r) , (4.43)
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que e´ a equac¸a˜o de espalhamento em canais acoplados
1
2
∇2~rFn (~r) + k2nFn (~r) =
∑
m
Unm (~r)Fm (~r) . (4.44)




∇2~rF0 (~r) + k20F0 (~r) = U00 (~r)F0 (~r) . (4.45)





Entretanto, apenas este potencial na˜o da´ conta do processo colisional, pois devemos
levar em conta os outros termos da equac¸a˜o de espalhamento em canais acoplados.
Assumindo que em uma regia˜o finita do espac¸o a aproximac¸a˜o
Unm = U00 + Upol (4.47)
e´ va´lida, podemos resolver o problema de espalhamento sem a necessidade de descre-
ver todos os poss´ıveis acoplamentos entre estados poss´ıveis do alvo. O termo Upol e´
interpretado como uma interac¸a˜o de polarizac¸a˜o, ou seja, e´ o termo responsa´vel por
descrever as novas conformac¸o˜es eletroˆnicas do alvo devido a presenc¸a da part´ıcula
incidente. A equac¸a˜o de espalhamento fica completamente determinada se uma in-
terac¸a˜o de polarizac¸a˜o for considerada, e a soluc¸a˜o e´ exata caso esta polarizac¸a˜o
represente bem a f´ısica do sistema.
Em trabalhos desenvolvidos anteriormente [28, 34], o modelo de polarizac¸a˜o pela
correlac¸a˜o de um po´sitron em um ga´s de ele´trons livres [12] foi utilizado. Este modelo
representa a polarizac¸a˜o de curto alcance de mole´culas na presenc¸a de um po´sitron
de forma a resultar em sec¸o˜es de choque que condizem com o observado, pore´m
e´ falho na descric¸a˜o f´ısica da polarizac¸a˜o para mole´culas apolares. Na realidade,
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a descric¸a˜o da polarizac¸a˜o para estes dois tipo de mole´culas pelo modelo PCOP
(positron correlation potential) e´ falho, mas no caso das mole´culas polares estas
falhas sa˜o encobertas pelo potencial eletrosta´tico, que e´ muito intenso. Mesmo
assim, este potencial de interac¸a˜o pode ser analisado do ponto de vista qualitativo
na tentativa de desenvolver um modelo de interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de curto alcance,
que seja capaz de descrever o sistema em estudo com mais precisa˜o.
A aproximac¸a˜o do modelo PCOP constitui em separar o termo de polarizac¸a˜o
da equac¸a˜o 4.47 em duas representac¸o˜es funcionais distintas para duas regio˜es do
espac¸o, separadas por um raio de corte rc arbitra´rio, isto e´
Upol = Ucorr, r < rc
Upol = − α0
2r4
, r > rc, (4.48)
onde α0 e´ a polarizabilidade esfe´rica do alvo e rc e´ definido como sendo o primeiro
ponto em que Ucorr = − α0
2r4






+ (0.051 ln rs − 0.115) ln rs + 1.167; rs ≤ 0.032
−0.92305− 0.09098
r2s









−0.6298; 0.56 ≤ rs ≤ 8.0
.
(4.49)







Os primeiros dois aspectos que chamam a atenc¸a˜o neste modelo sa˜o:
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1. o paraˆmetro rc e´ definido de forma arbitra´ria, pois na˜o existe nenhuma condic¸a˜o
f´ısica que exija a definic¸a˜o deste ponto como sendo o local em que os potenciais
utilizados se cruzam pela primeira vez. Caso este ponto na˜o esteja em uma
regia˜o do espac¸o em que a densidade eletroˆnica vai a zero, a descric¸a˜o do po-
tencial de interac¸a˜o dado pela equac¸a˜o 4.47 estara´ funcionalmente equivocada,
e este problema pode ser identificado na ana´lise do potencial de interac¸a˜o para
uma determinada mole´cula apolar;
2. o fato de que e´ necessa´rio descrever a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o exata para
r → ∞ indica que o potencial de correlac¸a˜o dado por 4.49 na˜o descreve bem
esta interac¸a˜o para distaˆncias grandes do alvo. Isto leva a questionar se este
potencial da´ conta da interac¸a˜o na regia˜o interna da mole´cula. Esta questa˜o
deve ser analisada a` luz da comparac¸a˜o entre os resultados de diferentes mo-
delos.
Com o intuito de representar a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o com a maior precisa˜o
poss´ıvel, assumimos que seja poss´ıvel descrever a func¸a˜o de onda molecular em seu
estado fundamental na presenc¸a de um po´sitron esta´tico, ainda na aproximac¸a˜o de




a partir da equac¸a˜o 4.1, conforme me´todo descrito neste cap´ıtulo.
Para incluir um po´sitron no ca´lculo da func¸a˜o de onda molecular, consideramos
o Hamiltoniano molecular completo 4.2 fazendo enta˜o a correc¸a˜o de massa nuclear
finita e indo ale´m da aproximac¸a˜o de Born-Oppenheimer, tal como nas refereˆncias
[31, 33, 35]. A func¸a˜o de onda 4.51 conte´m informac¸o˜es importantes, como por
exemplo a forma com que a presenc¸a de um po´sitron distorce a nuvem eletroˆnica da
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|~ri − ~rp| , (4.52)
que representa o Hamiltoniano molecular na presenc¸a de um po´sitron descontando
as interac¸o˜es entre ele´trons, isto e´, consideramos que a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o
tem origem na interac¸a˜o de cada ele´tron com o po´sitron, modificando a sua posic¸a˜o
esperada. Com isso, formulamos a hipo´tese de que apenas as interac¸o˜es de ele´trons
individuais trara˜o informac¸o˜es sobre a polarizac¸a˜o do alvo.
A equac¸a˜o 4.52 permite avaliar em cada posic¸a˜o do po´sitron a energia de inserida
no sistema
Epos(~rp) = 〈Φp0(~ri)|h1 |Φp0(~ri)〉 , (4.53)
que possui os efeitos da presenc¸a do po´sitron desde ~rp = 0 ate´ ~rp →∞ (auseˆncia do
po´sitron). O presente modelo de interac¸a˜o de polarizac¸a˜o e´ constru´ıdo subtraindo
os efeitos do operador 4.52 na auseˆncia do po´sitron, que obviamente na˜o devem
implicar em polarizac¸a˜o, ou seja
Upol(~rp) = Epos(~rp)− 〈Φ0(~ri)| h |Φ0(~ri)〉 , (4.54)











|~ri − ~rA| . (4.55)
A t´ıtulo de exemplo do ca´lculo do potencial de polarizac¸a˜o, apresentamos na figura
4.1 o potencial de polarizac¸a˜o obtido com a ajuda da equac¸a˜o 4.54 para a mole´cula
H2. Os detalhes nume´ricos deste ca´lculo sera˜o descritos mais adiante.
Alguns pontos sobre o potencial apresentado na figura 4.1 devem ser destacados:






































Fig. 4.1: Interac¸a˜o de polarizac¸a˜o para o H2, obtida a partir da equac¸a˜o 4.54, em unidades
atoˆmicas. Para facilitar a visualizac¸a˜o, um mapa de intensidade e´ apresentado
no plano xz, em conjunto com curvas equipotenciais neste mesmo plano e na
superf´ıcie potencial. A curva azul (——) representa os pontos em que Upol =
−1 ua, a curva magenta (——) Upol = −2 ua, e a curva turquesa (——) Upol =
−3 ua.
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1. a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o obtida a partir da equac¸a˜o 4.54 e´ mais intensa
que aquela obtida a partir do PCOP. Ale´m disso, nenhum paraˆmetro precisa
ser inserido nas equac¸o˜es para que a interac¸a˜o de longo alcance seja descrita
corretamente, o que implica que este potencial e´ necessariamente cont´ınuo;
2. para pontos muito pro´ximos dos nu´cleos, o potencial depende fortemente da
direc¸a˜o em que o po´sitron se aproxima, o que implica que o potencial de pola-
rizac¸a˜o na˜o e´ esfericamente sime´trico como sugere a aproximac¸a˜o PCOP. En-
tretanto, conforme a distaˆncia do po´sitron aumenta, a orientac¸a˜o da mole´cula
torna-se irrelevante, ja´ que os valores de potencial ficam muito similares nos
dois eixos;
3. o potencial e´ sempre negativo, o que condiz com a restric¸a˜o f´ısica de que a
interac¸a˜o de polarizac¸a˜o deve ser sempre atrativa;




apenas para distaˆncias muito grandes do centro da mole´cula.
O ponto 2 listado acima e´ importante, pois permite fazer mais uma simplificac¸a˜o
no uso do potencial proposto neste trabalho. O potencial eletrosta´tico no ponto
sobre os nu´cleos e´ altamente repulsivo, o que implica que o valor para o potencial
de polarizac¸a˜o neste ponto infuencia pouco nos ca´lculos de sec¸o˜es de choque. Assim
sendo, como aproximac¸a˜o, o potencial obtido para posic¸o˜es do po´sitron sobre o
eixo principal da mole´cula sera´ utilizado para descrever a polarizac¸a˜o por todas
as direc¸o˜es com o mesmo peso, ou seja, a polarizac¸a˜o sera´ adicionada apenas ao
termo esfe´rico do potencial de interac¸a˜o. A validade desta aproximac¸a˜o sera´ avaliada
juntamente com os resultados obtidos para as sec¸o˜es de choque ela´sticas.
Na sec¸a˜o subsequente, os resultados obtidos com o potencial de interac¸a˜o proposto
neste trabalho sa˜o apresentados juntamente com os detalhes nume´ricos, ale´m de
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comparados com outras aproximac¸o˜es teo´ricas e medidas de sec¸o˜es de choque.
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Cap´ıtulo 5
Resultados e Discusso˜es
Utilizando o potencial definido na sec¸a˜o anterior, foram calculadas as sec¸o˜es de
choque diferenciais e integrais para as mole´culas H2 e N2. Estas mole´culas sa˜o
lineares e na˜o possuem momento de dipolo permanente, ou seja, estas mole´culas
sa˜o as mais simples para efetuar os ca´lculos de espalhamento e na˜o existe interac¸a˜o
dipolar que pode esconder os efeitos de polarizac¸a˜o. Ale´m disso, estes alvos foram
escolhidos para mostrar que as sec¸o˜es de choque integrais na˜o apresentam uma
estrutura de mı´nimo tal como aquelas obtidas a partir da aproximac¸a˜o PCOP [34,
36], o que implica em um comportamento qualitativo e quantitativo melhor com os
dados experimentais [18, 19].
Para cada uma destas mole´culas, sa˜o apresentados os detalhes do ca´lculo mos-
trando inclusive a forma do potencial espalhador, comparado com o potencial deter-
minado pelo modelo PCOP, com a indicac¸a˜o das posic¸o˜es atoˆmicas e do paraˆmetro
raio de corte rc. As sec¸o˜es de choque integrais obtidas sa˜o comparadas com os re-
sultados de outras metodologias dispon´ıveis na literatura e pontos experimentais na
regia˜o de baixas energias. Tambe´m sa˜o apresentadas as sec¸o˜es de choque diferen-
ciais comparadas com diversas outras da literatura, em energias selecionadas. No
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caso do N2, existem dados experimentais para comparac¸a˜o com as sec¸o˜es de choque
diferenciais em algumas energias [37], permitindo que a interpretac¸a˜o dos resultados
na˜o seja baseada apenas nas considerac¸o˜es teo´ricas, mas tambe´m na similaridade do
comportamento entre as aproximac¸o˜es teo´ricas com as observac¸o˜es experimentais.
Especificamente para o H2, um ca´lculo considerando a formac¸a˜o de positroˆnio esta´
dispon´ıvel na literatura [38], e uma discussa˜o sobre a comparac¸a˜o deste resultado
com o apresentado neste trabalho permite tirar algumas concluso˜es importantes so-
bre a metodologia utilizada aqui e a origem de algumas discrepaˆncias com os dados
experimentais. Tambe´m merecem comparac¸a˜o com os resultados aqui apresentados,
os ca´lculos recentes apresentados por Zammit et al [52] por considerarem a pola-
rizac¸a˜o do alvo de forma ab initio e encontrar excelentes resultados, mesmo que
preliminares.
5.1 Resultados H2
Por ser a mole´cula mais simples, muitos estudos teo´ricos de colisa˜o de po´sitrons
com H2 precederam este [22, 38, 40, 41, 42, 43], fazendo com que haja disponibi-
lidade de uma grande quantidade de dados teo´ricos para comparac¸a˜o. Entretanto,
as medidas de sec¸o˜es de choque de po´sitrons com H2 ficam restritas a` determinac¸a˜o
das sec¸o˜es de choque totais, deixando de lado uma discussa˜o experimental mais
profuda acerca das caracter´ısticas da distribuic¸a˜o angular dos po´sitrons espalhados.
Um u´nico conjunto de dados de sec¸o˜es de choque diferenciais esta´ dispon´ıvel para
comparac¸a˜o, na energia de 0.5 eV [53].
Neste estudo, foi utilizada a geometria de equil´ıbrio da mole´cula RH−H = 1, 401
a0 [39], e as func¸o˜es de base gaussianas sa˜o as recomendadas pela refereˆncia [44].
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Tab. 5.1: Base de func¸o˜es gaussianas cartesianas cc-pv5z [45] utilizadas para o ca´lculo do
potencial de polarizac¸a˜o para o a´tomo de Hidrogeˆnio na presenc¸a de po´sitrons.
As func¸o˜es tipo f e g foram retiradas do ca´lculo.
5s 4p 3d





1.283000 1.000000 4.516000 1.0000000
0.465500 1.000000 1.712000 1.0000000 2.950000 1.0000000
0.181100 1.000000 0.649000 1.0000000 1.206000 1.0000000
0.072790 1.000000 0.246000 1.0000000 0.493000 1.0000000
Utilizando a func¸a˜o de onda do estado fundamental, calculamos o potencial ele-
trosta´tico. Entretanto, o potencial de polarizac¸a˜o foi determinado com um conjunto
de func¸o˜es gaussianas diferentes, para melhorar a descric¸a˜o deste potencial, princi-
palmente no curto alcance. As func¸o˜es de base utilizadas para o ca´lculo do potencial
de polarizac¸a˜o, conforme equac¸a˜o 4.54, sa˜o dadas na tabela 5.1. Somando estas duas
contribuic¸o˜es, o potencial espalhador para a mole´cula de hidrogeˆnio foi encontrado,
bastando utiliza´-lo nas equac¸o˜es de espalhamento para calcular as sec¸o˜es de choque.
A figura 5.1 exibe o termo esfe´rico do potencial de espalhamento. O termo de
polarizac¸a˜o e´ suposto esfericamente sime´trico, conforme aproximac¸a˜o apresentada
anteriormente. Como mostra a figura 4.1, esta aproximac¸a˜o e´ razoa´vel para grandes
distaˆncias, pois o potencial e´ realmente de simetria esfe´rica, e tambe´m na regia˜o
muito pro´xima do alvo, ja´ que o termo eletrosta´tico e´ muito intenso. Na regia˜o
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perife´rica da mole´cula, a considerac¸a˜o de que o potencial e´ esfe´rico deve ser avaliada
atrave´s das sec¸o˜es de choque de espalhamanto obtidas. A figura 5.1 pode auxi-
liar no entendimento de como o potencial proposto se diferencia do PCOP, e esta
ana´lise preliminar ajuda a compreender a razoabilidade de considerar o potencial
4.54 esfericamente sime´trico.
Em conjunto com o potencial encontrado com a aproximac¸a˜o proposta neste tra-
balho, a figura 5.1 tambe´m mostra o componente esta´tico mais polarizac¸a˜o a partir
do modelo PCOP [12], para comparac¸a˜o. Um primeiro ponto relevante desta com-
parac¸a˜o e´ a forma com que o potencial do presente trabalho descreve a polarizac¸a˜o
de longo alcance, que e´ ideˆntico ao potencial de polarizac¸a˜o anal´ıtico dado por
Vpol(r →∞) = − α0
2r4
. (5.1)
Esta caracter´ıstica e´ importante fisicamente, pois reforc¸a a ideia de que o potencial
utilizado e´ um potencial de polarizac¸a˜o em todos os pontos do espac¸o. Isto tambe´m
elimina a necessidade de arbitrariamente escolher um raio de corte, a partir do qual
para distaˆncias menores que este raio utilizamos um dado modelo de polarizac¸a˜o e
para distaˆncias maiores utilizamos a forma exata dada pela equac¸a˜o 5.1, como e´ o
procedimento proposto no modelo PCOP [12]. Inclusive, a necessidade de utilizar
um raio de corte como descrito anteriormente faz com que a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o
exiba comportamentos muito distintos nas vizinhanc¸as deste ponto, contribuindo
para o surgimento de um mı´nimo local no potencial de espalhamento, como a figura
5.1 exibe para o modelo PCOP em uma distaˆncia da origem de aproximadamente
2, 5 raios de Bohr (a0). O mı´nimo citado existe tambe´m no potencial obtido pelo
modelo proposto neste trabalho e, de fato, este tipo de mı´nimo e´ esperado na soma de
um termo positivo e outro negativo com comportamentos distintos em r, entretanto
as estruturas sa˜o muito distintas. Em um potencial obtido continuamente, na˜o
e´ esperado o aparecimento de “joelhos” com os que o PCOP apresenta, e esta e´
























 1  2  3  4
Fig. 5.1: Componente esfe´rica do potencial de espalhamento, em unidades atoˆmicas. A
curva so´lida azul (——) representa o potencial obtido com a abordagem apresen-
tada neste trabalho. A curva tracejada vermelha (- - - - -) representa o potencial
obtido com o modelo do potencial de correlac¸a˜o polarizac¸a˜o. O ponto verde l
indica a posic¸a˜o dos a´tomos de hidrgeˆnio e o ponto dourado l indica o paraˆmetro
raio de corte rc do modelo PCOP. O inset permite visualizar melhor a regia˜o dos
mı´nimos. As curvas foram constru´ıdas utilizando a interpolac¸a˜o spline cu´bica.
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uma indicac¸a˜o de que o potencial de polarizac¸a˜o dado pela equac¸a˜o 4.54 descreve a
interac¸a˜o nas vizinhanc¸as da mole´cula de forma mais f´ısica.
Uma u´ltima caracter´ıstica que parece relevante e´ a intensidade do potencial de
espalhamento na regia˜o em que o po´sitron se encontra dentro da mole´cula. E´ um
potencial mais fraco que o obtido atrave´s do PCOP, evidenciando que a polarizac¸a˜o
calculada na forma proposta aqui e´ mais atrativa que o potencial de correlac¸a˜o
encontrado por Boronski [46]. Isto significa que utilizar o potencial de polarizac¸a˜o
proposto aqui e´ equivalente a assumir que a polarizac¸a˜o causada pela presenc¸a de
um po´sitron e´ mais intensa nos orbitais de ele´trons em um estado ligado do que
em um ga´s de ele´trons livres. Esta interpretac¸a˜o e´ aceita´vel uma vez que, em
se tratando de orbitais moleculares, a presenc¸a de um po´sitron possui o efeito de
expandir ou contrair este orbital, podendo modificar de forma intensa a sua energia
e por consequeˆncia e energia de todos os orbitais. Ja´ a presenc¸a de um po´sitron em
um ga´s de ele´trons livres modifica a densidade local de cargas, na˜o necessariamente
interagindo de forma intensa com todos os ele´trons deste sistema. Este efeito deve
ser significativo para a mole´cula de H2, por possuir apenas um orbital.
Estas diferenc¸as no potencial de interac¸a˜o implicam em diferentes dinaˆmicas de
espalhamento, que podem ser vistas nas sec¸o˜es de choque diferenciais, e consequen-
temente na sec¸a˜o de choque integral. As figuras a seguir mostram estas curvas
comparadas com os resultados de Reid et al [22] e Lino et al [43] no caso das sec¸o˜es
de choque diferenciais e muitos outros me´todos para as sec¸o˜es de choque integrais,
ale´m dos dados experimentais devidos a Hoffman et al [47], Charlton et al [48],
Zecca et al [18] e Zhou et al [54].
A figura 5.2 exibe a sec¸a˜o de choque diferencial para a colisa˜o de po´sitrons com
H2 para a energia incidente de 2, 72 eV. Para comparac¸a˜o, as curvas equivalentes
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das refereˆncias [22, 43] tambe´m esta˜o presentes. Podemos verificar que os resul-
tados obtidos no presente trabalho concordam muito bem com os dois conjuntos
teo´ricos citados. Como observado em espalhamento de po´sitrons por mole´culas o
retroespalhamento e´ baixo, caracter´ıstica presente em todas as curvas.
As magnitudes destas sec¸o˜es de choque diferenciais sa˜o muito parecidas em todo
os aˆngulos, pore´m uma caracter´ıstica da curva obtida com o potencial proposto neste
trabalho e´ o deslocamento do mı´nimo da sec¸a˜o de choque aproximadamente 25 graus
para a direita. A falta de dados experimentais para as sec¸o˜es de choque diferenciais
para a colisa˜o de po´sitrons com H2, excetuando o resultado de Sullivan et al [53]
que na˜o sera´ apresentado neste trabalho, na˜o permite observar qual modelo melhor
descreve a posic¸a˜o do mı´nimo desta sec¸a˜o de choque ou a inclinac¸a˜o correta do
decre´scimo da curva partindo da origem e indo para a regia˜o angular intermedia´ria.
A sec¸a˜o de choque diferencial de Sullivan et al e´ determinada para uma regia˜o
angular muito limitada, na˜o permitindo ana´lise destes efeitos a` luz de resultados
experimentais.
Analisando os resultados para a energia do po´sitron incidente igual a 3, 5 e 4, 08
eV, figuras 5.3 e 5.4, as concluso˜es obtidas por comparac¸a˜o sa˜o praticamente as mes-
mas que na faixa de energia analisada anteriormente. Novamente, todas as curvas
possuem um comportamento muito similar em toda regia˜o angular. O mı´nimo da
sec¸a˜o de choque diferencial obtida com o modelo proposto aqui se desloca para a di-
reita, e a falta de um conjunto experimental dificulta a discussa˜o sobre a capacidade
de cada modelo descrever o sistema de espalhamento.
Este deslocamento do mı´nimo ja´ pode ser considerado uma diferenc¸a caracter´ıstica
entre os modelos de polarizac¸a˜o considerados aqui e nas refereˆncias [22, 43]. Na re-
fereˆncia [43], o procedimento para considerar a polarizac¸a˜o do alvo devido a presenc¸a




















Reid − PRA 70 062714
Lino − PRA 58 3502
Fig. 5.2: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de a20 para a colisa˜o de po´sitrons em
H2 com a energia incidente de 2, 72 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada nas figuras 4.1 e 5.1. A curva tracejada
vermelha (- - - - -) representa os resultados de Reid et al [22]. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de Lino et al [43].














Reid − PRA 70 062714
Lino − PRA 58 3502
Fig. 5.3: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de a20 para a colisa˜o de po´sitrons em
H2 com a energia incidente de 3, 5 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada nas figuras 4.1 e 5.1. A curva tracejada
vermelha (- - - - -) representa os resultados de Reid et al [22]. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de Lino et al [43].














Reid − PRA 70 062714
Lino − PRA 58 3502
Fig. 5.4: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de a20 para a colisa˜o de po´sitrons em
H2 com a energia incidente de 4, 08 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada nas figuras 4.1 e 5.1. A curva tracejada
vermelha (- - - - -) representa os resultados de Reid et al [22]. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de Lino et al [43].
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do po´sitron e´ a adic¸a˜o de func¸o˜es de base gaussianas difusas nas arestas de um cubo
de lado 1 a0 e no centro de massa da mole´cula. Ja´ para o autor da refereˆncia
[22], os efeitos de polarizac¸a˜o podem ser levados em conta atrave´s de um potencial








onde α4, α6 e α8 representam as polarizabilidades dipolar, quadrupolar e octopolar








As func¸o˜es dadas pela equac¸a˜o 5.3 sa˜o propostas com o objetivo de garantir que o
potencial de polarizac¸a˜o se anule na origem do sistema de coordenadas. Esta e´ uma
diferenc¸a muito clara entre o modelo proposto aqui e o modelo dado pela equac¸a˜o 5.2
[22]. Do ponto de vista f´ısico, faz sentido afirmar que a polarizac¸a˜o na˜o e´ nula quando
um po´sitron se encontra no centro de massa de uma mole´cula. A presenc¸a deste
po´sitron certamente provocara´ uma distorc¸a˜o nos orbitais moleculares, implicando
portanto em uma interac¸a˜o de polarizac¸a˜o na˜o nula. A figura 4.1 mostra que a
interac¸a˜o de polarizac¸a˜o utilizada na sua determinac¸a˜o e´ na˜o nula na origem, e por
ser de cara´ter atrativo compete com o potencial eletrosta´tico de repulsa˜o nuclear
neste ponto. Mesmo que a interac¸a˜o eletrosta´tica seja muito intensa nesta regia˜o,
uma diferenc¸a na energia da ordem de 3 ua e´ importante e deve ser considerada
corretamente.
Ja´ na figura 5.5, podemos notar uma nova caracter´ıstica nos resultados obtidos
neste trabalho. Conforme a energia de incideˆncia do po´sitron aumenta, a magnitude
a sec¸a˜o de choque para aˆngulo zero cresce e com isso a curva decresce mais rapi-
damente, pore´m na˜o ta˜o rapidamente quanto os resultados das refereˆncias [22, 43].













Reid − PRA 70 062714
Lino − PRA 58 3502
Fig. 5.5: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de a20 para a colisa˜o de po´sitrons em
H2 com a energia incidente de 4, 5 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada nas figuras 4.1 e 5.1. A curva tracejada
vermelha (- - - - -) representa os resultados de Reid et al [22]. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de Lino et al [43].
Neste caso, a figura mostra os resultados para as sec¸o˜es de choque diferenciais para a
energia incidente de 4, 5 eV. Mesmo com esta nova caracter´ıstica mais pronunciada,
o mı´nimo da DCS ainda esta´ deslocado para aˆngulos mais elevados do que as curvas
dadas em comparac¸a˜o.
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Novamente esta diferenc¸a deve ser atribu´ıda ao fato de que a interac¸a˜o de po-
larizac¸a˜o e´ modelada de forma completamente distinta nos trabalhos comparados.
E´ importante ressaltar que o u´nico modelo em que a polarizac¸a˜o se anula quando
o po´sitron se encontra na origem e´ utilizado na refereˆncia [22]. De um modo ge-
ral, grande parte do comportamento das sec¸o˜es de choque diferencial na regia˜o de
aˆngulos pequenos e´ atribu´ıdo a` componente esfe´rica da func¸a˜o de onda do po´sitron
espalhado. Esta´ claro que a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o influencia em todas as com-
ponentes da func¸a˜o de onda espalhada, portanto, as caracter´ısticas das curvas na
figura 5.5 sa˜o uma pista importante de que a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o, principal-
mente o seu valor nas proximidades origem, influencia mais drasticamente o termo
esfe´rico. Mesmo que os resultados da refereˆncia [43] sejam obtidos com uma in-
terac¸a˜o de polarizac¸a˜o que na˜o se anula na origem, o comportamento para aˆngulo
baixo nesta figura e´ muito semelhante ao da refereˆncia [22], pore´m isto deixa de ser
verdadeiro em energias maiores, concordando mais com os resultados do presente
trabalho, inclusive no que se refere a` posic¸a˜o do mı´nimo da sec¸a˜o de choque.
Um exemplo de que para energias mais elevadas as curvas do presente trabalho
concordam bem com as da refereˆncia [43] e´ a figura 5.6, mostrando as sec¸o˜es de
choque diferenciais para a energia cine´tica do po´sitron incidente igual a 5, 44 eV.
Nesta energia, a refereˆncia [22] na˜o apresenta resultados, portanto na˜o aparece no
gra´fico comparativo. A posic¸a˜o do mı´nimo e a forma com que a magnitude da
sec¸a˜o de choque evolui do valor a aˆngulo zero ate´ este mı´nimo mostram que ambos
os modelos de polarizac¸a˜o sa˜o coerentes. Entretanto, a magnitude da sec¸a˜o de
choque para aˆngulo zero e´ maior no presente trabalho, o que evidencia as diferenc¸as
existentes no potencial de interac¸a˜o e no me´todo utilizado para realizar os ca´lculos.
Na figura 5.7, coliso˜es com energia do po´sitron incidente de 6, 9 eV, podemos
observar estes efeitos evidenciados no para´grafo anterior e inclusive comparar com














Lino − PRA 58 3502
Fig. 5.6: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de a20 para a colisa˜o de po´sitrons em
H2 com a energia incidente de 5, 44 eV. A curva so´lida azul (——) representa o
resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de acordo
com a equac¸a˜o 4.54 representada nas figuras 4.1 e 5.1. A curva trac¸o-ponto verde
(– · – · – · –) representa os resultados de Lino et al [43].
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os resultados da refereˆncia [22]. Esta figura e´ muito mais elucidativa no sentido
de apontar que as caracter´ısticas do espalhamento para baixo aˆngulo dependem
bastante da interac¸a˜o de polarizac¸a˜o e do seu valor na origem.
Ja´ as diferenc¸as na regia˜o de aˆngulos elevados podem ser atribu´ıda tanto a` in-
terac¸a˜o de polarizac¸a˜o na regia˜o em que esta e´ mais significativa que o potencial
eletrosta´tico, ou simplesmente considerar que isto aparece devido a dificuldades
nume´ricas em expandir a func¸a˜o de onda espalhada em um nu´mero de componen-
tes mais elevado, considerando portanto valores maiores de momento angular para
a part´ıcula espalhada. Os resultados exibidos neste trabalho esta˜o convergidos em
relac¸a˜o ao nu´mero de coeficientes de expansa˜o da func¸a˜o de onda do po´sitron. Existe
aqui a necessidade de comparar estes resultados com dados experimentais no sentido
de discernir a magnitude da sec¸a˜o de choque para aˆngulos elevados.
Por fim, as figuras 5.8 e 5.9 exibem a sec¸a˜o de choque integral obtida no presente
trabalho em comparac¸a˜o com os ca´lculos contidos em [22, 38, 40, 41, 42, 52] e com
os dados experimentais das refereˆncias [18, 47, 48, 54]. O resultado obtido com o
modelo de polarizac¸a˜o PCOP [12] foi calculado no presente trabalho com o objetivo
de mostrar que este apresenta uma estrutura de mı´nimo na sec¸a˜o de choque integral,
fenoˆmeno que na˜o tem contrapartida experimental e na˜o aparece em outros modelos
teo´ricos.
O modelo de polarizac¸a˜o apresentado neste trabalho foi proposto com o intuito
de modelar a polarizac¸a˜o de um modo mais coerente do ponto de vista f´ısico, e
com isso resolver este problema do mı´nimo na sec¸a˜o de choque integral. Enta˜o, o
primeiro ponto importante a ser observado nas figuras 5.8 e 5.9 e´ que a sec¸a˜o de
choque integral obtida aqui na˜o apresenta a estrutura de mı´nimo que o PCOP faz
surgir.













Reid − PRA 70 062714
Lino − PRA 58 3502
Fig. 5.7: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de a20 para a colisa˜o de po´sitrons em
H2 com a energia incidente de 6, 9 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada nas figuras 4.1 e 5.1. A curva tracejada
vermelha (- - - - -) representa os resultados de Reid et al [22]. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de Lino et al [43].
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Reid - PRA 70 062714
Arretche - NIMB 247 13
Mukherjee - JPhysB 41 125201
Biswas - JPhysB 35 L409
Zhang - JPhysB 44 035203
Zammit - PRA 87 020701
Fig. 5.8: Sec¸a˜o de choque integral em unidades de 10−16 cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em H2 na faixa de energias entre 0.1 e 10 eV, comparada com outras teorias. A
curva so´lida azul (——) representa o resultado do presente trabalho. A curva
pontilhada marrom (· · · · · · ) representa o resultado obtido a partir da apro-
ximac¸a˜o PCOP. Estes potenciais esta˜o representados na figura 5.1. As curvas e
suas cores representam os resultados de outras aproximac¸o˜es teo´ricas: tracejada
vermelha (- - - - -) Reid et al [22]; trac¸o-trac¸o-espac¸o preta (- - - - - -) Ar-
retche et al [41]; quatro-trac¸os-espac¸o roxa (- - - - - -) Mukherjee e Sarkar [42];
trac¸o-ponto verde (– · – · – · –) Biswas et al [38]; ponto-ponto-trac¸o amarela (· ·
— · ·) Zhang et al [40] e so´lida turquesa (——) Zammit et al [52].
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Hoffman - PRA 25 1393
Zecca - PRA 80 032702
Zhou - PRA 55 361
Charlton - JPhysB 16 323
Fig. 5.9: Sec¸a˜o de choque integral em unidades de 10−16 cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em H2 na faixa de energias entre 0.1 e 10 eV, comparada com dados experi-
mentais. A curva so´lida azul (——) representa o resultado do presente trabalho.
Os pontos e suas cores representam diferentes experimentos: pontos pretos l
Hoffman et al [47]; quadrados roxos n Zecca et al [18]; diamantes vermelhos
u Zhou et al [54] e triaˆngulos verdes s Charlton et al [48]. As medidas esta˜o
acompanhadas pelos seus respectivos erros.
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Em comparac¸a˜o com os outros modelos teo´ricos apresentados, a presente sec¸a˜o
de choque integral concorda bem em toda a faixa de energia selecionada, embora a
concordaˆncia seja melhor com os resultados das refereˆncia [43, 41]. Isto e´ esperado
tendo em vista que nestes dois trabalhos na˜o foi utilizado um modelo semicla´ssico
para descrever os efeitos de polarizac¸a˜o, muito menos se considerou que a polarizac¸a˜o
e´ nula quando o po´sitron se encontra na origem do sistema de coordenadas. Mesmo
que os me´todos utilizados para resolver a equac¸a˜o de Lippmann-Schwinger sejam
muito distintos, o resultado final deve ser, sena˜o o mesmo, muito pro´ximo para to-
dos os me´todos caso a interac¸a˜o descrita seja equivalente. De fato, as diferenc¸as
apresentadas nas sec¸o˜es de choque integrais comparadas podem ser atribu´ıdas ex-
clusivamente a` diferenc¸a na descric¸a˜o da interac¸a˜o ou nos processos considerados em
cada caso. Por exemplo, Biswas et al [38] fazem um ca´lculo a dois canais acoplados:
ela´stico e formac¸a˜o de positroˆnio. Mesmo que a descric¸a˜o da interac¸a˜o de pola-
rizac¸a˜o considerada por Biswas seja ta˜o ruim quanto o modelo PCOP para baixas
energias, o resultado encontrado na faixa de energias entre 5 e 10 eV traz elementos
novos a` discussa˜o. De acordo com os seus resultados, o acoplamento entre os canais
ela´stico e de formac¸a˜o de positroˆnio possui efeitos em ambas as curvas nos entornos
da energia de abertura deste canal. Do mesmo modo, o ca´lculo de Zammit et al
evidencia estes efeitos, ja´ que o seu ca´lculo considera a formac¸a˜o de positroˆnio e io-
nizac¸a˜o total do alvo, se comparando muito bem com os dados experimentais entre
10 e 1000 eV. Ja´ em energias mais baixas a comparac¸a˜o e´ boa, mas na˜o melhor que
os resultados do presente trabalho. E´ vis´ıvel que apenas o resultado apresentado
aqui (anteriormente em [36]) concorda de forma excelente com o conjunto de medi-
das mais recente para energias inferiores a 1 eV. Acima desta faixa de energias, a
comparac¸a˜o com os dados experimentais de Zecca et al [18] e´ apenas marginal, mas
razoa´vel com as medidas de Hoffman et al [47]. De fato, as aproximac¸o˜es teo´ricas
mais recentes apontam para uma sec¸a˜o de choque mais elevada nesta faixa de ener-
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gias. Este resultado parece ser poss´ıvel de ser obtido utilizando a interac¸a˜o proposta
neste trabalho, pore´m em um ca´lculo que envolva o acoplamento do canal ela´stico
com os canais de formac¸a˜o de positroˆnio e de ionizac¸a˜o direta.
Outro ponto interessante que surge da comparac¸a˜o entre os ca´lculos e experimen-
tos diz respeito a` forma de descrever o potencial de polarizac¸a˜o. Alguns me´todos
consideram esta interac¸a˜o de forma completamente ab initio atrave´s de ca´lculos ela-
borados, como e´ o caso do CCC [52], matriz R [40] e do SMC [43, 41]. Outros
consideram a interac¸a˜o partindo de modelos, como e´ o caso do PCOP [42] ou de
potenciais semicla´ssicos [22]. O interessante e´ que todos estes me´todos apresentam
resultados coerentes dentro das suas limitac¸o˜es. O modelo apresentado neste traba-
lho tem origem em um ca´lculo feito a partir de primeiros princ´ıpios, na˜o se valendo
de paraˆmetros externos tais como raios de corte ou polarizabilidades, entretanto
na˜o e´ de computac¸a˜o ta˜o complexa como os outros me´todos ab initio citados acima.
Esta parece ser uma vantagem grande do me´todo apresentado aqui, que alia a prati-
cidade computacional dos potenciais modelo com a precisa˜o dos resultados obtidos
unicamente a partir da func¸a˜o de onda do alvo.
5.2 Resultados N2
A discussa˜o dos resultados obtidos para a mole´cula de nitrogeˆnio e´ um pouco mais
interessante, pois existem dados experimentais para as sec¸o˜es de choque diferenciais
ela´sticas em algumas energias [37]. Os resultados obtidos utilizando o PCOP sa˜o os
mesmos obtidos por Mazon et al [34], e seguindo esta refereˆncia comparamos tambe´m
com os ca´lculos de Carvalho et al [49]. As sec¸o˜es de choque totais utilizadas para
comparar as ICS obtidas sa˜o devidas as medidas de Karwasz et al [50], Zecca et al
[19] Hoffman et al [47] e Sueoka et al [55].
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Tab. 5.2: Base de func¸o˜es gaussianas cartesianas [51] utilizadas para o ca´lculo do potencial
de polarizac¸a˜o para o a´tomo de Nitrogeˆnio na presenc¸a de po´sitrons, conforme
descrito em [36]
7s 5p 1d
expoente coeficiente expoente coeficiente expoente coeficiente
5909.440 0.006240
887.4510 0.047669 26.7860 0.038244
204.7490 0.231317 5.9564 0.243846
59.8376 0.788869 1.7074 0.817193
19.9981 0.792912
2.6860 0.323609
7.1927 1.000000 0.5314 1.0000000 0.3730 1.0000000
0.7000 1.000000 0.1654 1.0000000
0.2133 1.000000 0.0449 1.0000000
0.0653 1.000000 0.0123 1.0000000
0.0213 1.000000
Na determinac¸a˜o da estrutura eletroˆnica e consequente obtenc¸a˜o do potencial de
interac¸a˜o, foi utilizada a geometria de equil´ıbrio da mole´cula de N2 com RN−N =
2, 068 a0 [39]. As func¸o˜es gaussianas para a descric¸a˜o dos orbitais moleculares sa˜o
as mesmas da refereˆncia [36] e esta˜o descritas na tabela 5.2.
A figura 5.10 mostra a componente esfe´rica do potencial de interac¸a˜o entre po´sitrons
e a mole´cula de nitrogeˆnio (Ustat+Upol) obtido com o modelo apresentado neste tra-
balho em comparac¸a˜o com o potencial utilizado na refereˆncia [34].























 2  3  4  5  6
Fig. 5.10: Componente esfe´rica do potencial de espalhamento, em unidades atoˆmicas.
A curva so´lida azul (——) representa o potencial obtido com a abordagem
apresentada neste trabalho. A curva tracejada vermelha (- - - - -) representa
o potencial obtido com o modelo do potencial de correlac¸a˜o polarizac¸a˜o. O
ponto verde l indica a posic¸a˜o dos a´tomos de hidrgeˆnio e o ponto dourado l
indica o paraˆmetro raio de corte rc do modelo PCOP. O inset permite visualizar
melhor a regia˜o dos mı´nimos e o alcance dos termos atrativos. As curvas foram
constru´ıdas utilizando a interpolac¸a˜o spline cu´bica.
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Pelo fato de que o potencial utilizado na refereˆncia [34] na˜o ser suavemente co-
nectado em cada ponto da grade radial, observamos uma estrutura de mı´nimo que
na˜o tem a caracter´ıstica de um mı´nimo gerado pela soma de um termo repulsivo
que decresce rapidamente com um termo atrativo que decresce com
1
r4
. A curva foi
suavizada com uma spline cu´bica para melhor visualizac¸a˜o. Novamente podemos
reparar que o potencial de polarizac¸a˜o utilizado neste trabalho e´ mais atrativo que
o PCOP, e isto traz grande influeˆncia nas sec¸o˜es de choque diferenciais e integrais.
O alcance do potencial de polarizac¸a˜o proposto aqui tambe´m e´ maior, mostrando
que o termo de polarizac¸a˜o exato so´ aparece para distaˆncias maiores que 6 a0.
De Carvalho et al [49] na˜o esclarece a forma como que a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o
e´ levada em considerac¸a˜o, mesmo apresentando resultados tanto na aproximac¸a˜o
puramente esta´tica como na aproximac¸a˜o esta´tica mais polarizac¸a˜o. Sem o entendi-
mento de como a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o foi considerada no trabalho que esta´ sendo
utilizado para comparac¸a˜o, a discussa˜o fica comprometida. Mesmo assim, a com-
parac¸a˜o com os dados experimentais para as sec¸o˜es de choque diferenciais permite
discutir a validade da aproximac¸a˜o proposta neste trabalho.
A figura 5.11 apresenta a sec¸a˜o diferencial para a energia de 0, 8 eV. Os resulta-
dos obtidos com o modelo do presente trabalho esta˜o muito mais elevados que os
resultados de de Carvalho et al [49] em toda a regia˜o de baixo aˆngulo. O significado
disso e´ muito positivo, pois implica em uma sec¸a˜o de choque integral que concorda
de forma satisfato´ria com os dados experimentais obtidos por Karwasz et al [50] e
Zecca et al [19] nesta energia, como podemos verificar na figura 5.23. O interessante
e´ que o resultado obtido por de Carvalho [49] concorda de forma excelente com a
medida de Hoffman et al [47]. De fato, medidas da sec¸a˜o de choque diferencial para
esta energia ajudariam muito a compreender a estrutura adequada desta curva e
enta˜o ter uma pista de qual a magnitude correta para a faixa de baixos aˆngulos.
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Mesmo uma sec¸a˜o de choque diferencial relativa ajudaria a fazer esta discussa˜o, pois
estabelece o ponto em que esta´ o mı´nimo e a inclinac¸a˜o da curva nos seus entornos.
Na regia˜o de aˆngulos mais elevados, a concordaˆncia entre as sec¸o˜es de choque
diferenciais e´ interessante, pois representa novamente um retroespalhamento fraco
independentemente do modelo de polarizac¸a˜o utilizado. Portanto, conclu´ımos que a
forma com que foi considerada a polarizac¸a˜o por de Carvalho et al [49] na˜o interfere
nas componentes da onda espalhada correspondentes a momentos angulares mais
elevados. De maneira geral, na˜o esperamos que a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o tenha
grande influeˆncia na magnitude da sec¸a˜o de choque de retroespalhamento, apenas
na regia˜o angular onde este efeito comec¸a a ser observado.
Esta ana´lise pode ser u´til para avaliar as sec¸o˜es de choque apresentadas nas
pro´ximas figuras. Os efeitos que aparecem nas curvas comparadas sa˜o os mesmos
ate´ a energia de 4 eV, figura 5.15, quando os resultados de de Carvalho et al [49]
comec¸am a apresentar uma estrutura na regia˜o de altos aˆngulos diferente dos resul-
tados encontrados neste trabalho. Ficara´ evidente mais adiante que estas estruturas
na˜o aparecem nos dados experimentais.
Esta estrutura em altos aˆngulos que aparece nas sec¸o˜es de choque diferenciais
da refereˆncia [49], para energias maiores que 4 eV, na˜o invalidam o argumento de
que as caracter´ısticas dos potenciais de polarizac¸a˜o utilizados na˜o alteram muito as
sec¸o˜es de choque para altos aˆngulos. De fato, este argumento e´ equivalente a dizer




, e isto foi garantido em ambos os trabalhos. Esta discrepaˆncia em
altos aˆngulos para energias entre 4 e 7 eV pode ter origem em uma poss´ıvel falta de
convergeˆncia para momentos angulares elevados no trabalho [49].



















Carvalho − NIMB 171 33
Fig. 5.11: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de 10−16cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 com a energia incidente de 0, 8 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada na figura 5.10. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de de Carvalho et al [49].



















Carvalho − NIMB 171 33
Fig. 5.12: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de 10−16cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 com a energia incidente de 1, 0 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada na figura 5.10. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de de Carvalho et al [49].



















Carvalho − NIMB 171 33
Fig. 5.13: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de 10−16cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 com a energia incidente de 2, 0 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada na figura 5.10. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de de Carvalho et al [49].



















Carvalho − NIMB 171 33
Fig. 5.14: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de 10−16cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 com a energia incidente de 3, 0 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada na figura 5.10. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de de Carvalho et al [49].



















Carvalho − NIMB 171 33
Fig. 5.15: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de 10−16cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 com a energia incidente de 4, 0 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada na figura 5.10. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de de Carvalho et al [49].


















Carvalho − NIMB 171 33
Fig. 5.16: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de 10−16cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 com a energia incidente de 5, 0 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada na figura 5.10. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de de Carvalho et al [49].
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A figura 5.17 mostra as sec¸o˜es de choque diferencias deste trabalho e das re-
fereˆncias [49, 34] para a energia de 5, 25 eV em comparac¸a˜o com a sec¸a˜o de choque
diferencial quase ela´stica medida por Przybyla et al [37]. Com esta comparac¸a˜o,
podemos perceber como a descric¸a˜o de polarizac¸a˜o, que influencia principalmente o
espalhamento a baixos aˆngulos, melhora drasticamente.
A diferenc¸a entre os ca´lculos do presente trabalho e da refereˆncia [34] e´ apenas a
forma com que a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o e´ considerada. Isto traz diferenc¸as signi-
ficativas na sec¸a˜o de choque diferencial na regia˜o de baixo aˆngulo, mas a principal
destas e´ que a concordaˆncia com as medidas experimentais melhora drasticamente.
O mı´nimo da sec¸a˜o de choque se desloca para a direita em relac¸a˜o aos outros ca´lculos
indo para aproximadamente 50 graus, que e´ a regia˜o onde se encontra o mı´nimo me-
dido. A forma com que a sec¸a˜o de choque decresce de seu valor a aˆngulo nulo
tambe´m e´ reproduzido no presente ca´lculo.
Como dito anteriormente, os dados experimentais na˜o evidenciam a estrutura em
altos aˆngulos presente nos ca´lculos da refereˆncia [49], entretanto os dados do presente
trabalho na˜o reproduzem as medidas na faixa angular entre 90 e 120 graus.
Na figura 5.19, as DCS para a energia incidente de 6.75 eV sa˜o exibidas. A
ana´lise na˜o e´ nada diferente do que a feita para a figura 5.17, pois percebemos
claramente as mesmas caracter´ısticas em todas as curvas em comparac¸a˜o com os
dados experimentais. Estas sec¸o˜es de choque diferenciais para baixo aˆngulo sa˜o um
subs´ıdio interessante para afirmar que as sec¸o˜es de choque diferenciais obtidas para
o H2 na˜o sa˜o da forma que deveriam ser, pois espera-se que em baixo aˆngulo as
DCS obtidas com a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o apresentada neste trabalho sejam mais
elevadas que as DCS obtidas com o SMC.


















Mazon − PRA 82 032704
Carvalho − NIMB 171 33
Przybyla − PRA 60 359
Fig. 5.17: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de 10−16cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 com a energia incidente de 5, 25 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada na figura 5.10. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de de Carvalho et al [49].


















Carvalho − NIMB 171 33
Fig. 5.18: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de 10−16cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 com a energia incidente de 6, 0 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada na figura 5.10. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de de Carvalho et al [49].


















Mazon − PRA 82 032704
Carvalho − NIMB 171 33
Przybyla − PRA 60 359
Fig. 5.19: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de 10−16cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 com a energia incidente de 6, 75 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada na figura 5.10. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de de Carvalho et al [49].
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Ja´ na figura 5.21, as curvas obtidas para a energia incidente de 10, 0 eV concordam
melhor. Exceto a posic¸a˜o do mı´nimo da sec¸a˜o de choque que apenas o resultado
deste trabalho consegue reproduzir de forma satisfato´ria. Diferentemente das figuras
anteriores, tambe´m e´ apresentada nesta figura a curva obtida por Elza et al [13],
obtida com uma abordagem espec´ıfica sobre o problema da polarizac¸a˜o. Entretanto,
Elza utiliza um potencial de polarizac¸a˜o com paraˆmetros ajusta´veis, tornando este
modelo semiemp´ırico.
Por fim, as figuras 5.22 e 5.23 mostram a sec¸a˜o de choque integral obtida neste
trabalho para a colisa˜o de po´sitrons com N2 no regime de baixas energias. E´ nota´vel
como as caracter´ısticas das DCS a baixas energias de colisa˜o ajudam ao modelo
presente reproduzir muito bem a magnitude das TCSs medida por Karwasz et al
[50] e Zecca et al. Assim como a curva obtida para oH2, esta na˜o apresenta o mı´nimo
caracter´ıstico do modelo PCOP [34], mostrando mais uma vez que a deficieˆncia no
tratamento do potencial de polarizac¸a˜o na˜o e´ mais um problema. O modelo PCOP
ainda pode ser utilizado para descrever a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o entre po´sitrons
e mole´culas polares, entretanto o tratamento teo´rico para descrever esta interac¸a˜o
com mole´culas apolares deve ser o mesmo que foi apresentado neste trabalho.
Percebemos na comparac¸a˜o com as outras aproximac¸o˜es teo´ricas dispon´ıveis na
literatura que, excetuando o presente trabalho, nenhum ca´lculo para esta mole´cula
satisfaz os conjuntos experimentais mais recentes. O mais pro´ximo de uma con-
cordaˆncia e´ comparac¸a˜o dos resultados obtidos por Elza et al [13] com as medidas
de Hoffman et al [47] e Sueoka et al [55], entretanto a forma com que este au-
tor descreve a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o e´ dependente de paraˆmetros ajustados de
modo a criar esta concordaˆncia. Como dito anteriormente, a interac¸a˜o de pola-
rizac¸a˜o utilizada no presente trabalho, e´ obtida de forma completamente ab initio,
isto e´, nenhum paraˆmetro foi ajustado de forma a gerar uma concordaˆncia com um


















Carvalho − NIMB 171 33
Fig. 5.20: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de 10−16cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 com a energia incidente de 7, 0 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada na figura 5.10. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de de Carvalho et al [49].

















Mazon − PRA 82 032704
Carvalho − NIMB 171 33
Elza − JPhysB 22 113
Przybyla − PRA 60 359
Fig. 5.21: Sec¸a˜o de choque diferencial em unidades de 10−16cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 com a energia incidente de 10, 0 eV. A curva so´lida azul (——) representa
o resultado do presente trabalho, considerando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
acordo com a equac¸a˜o 4.54 representada na figura 5.10. A curva trac¸o-ponto
verde (– · – · – · –) representa os resultados de de Carvalho et al [49].
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Mazon - PRA 82 032704
Carvalho - NIMB 171 33
Mukherjee - PRA 43 2538
Elza - JPhysB 22 113
Danby - JPhysB 24 3517
Gianturco - PRA 55 1044
Fig. 5.22: Sec¸a˜o de choque integral em unidades de 10−16 cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 na faixa de energias entre 0.1 e 10 eV, comparada com outras teorias. A
curva so´lida azul (——) representa o resultado do presente trabalho. O potencial
utilizado esta´ representado na figura 5.10. As curvas e suas cores representam os
resultados de outras aproximac¸o˜es teo´ricas: pontilhada marrom (· · · · · · ) Elza
et al [13]; tracejada vermelha (- - - - -) Mazon et al [34]; trac¸o-trac¸o-espac¸o
preta (- - - - - -) Gianturco et al [56]; quatro-trac¸os-espac¸o roxa (- - - - - -)
Danby e Tennyson [58]; trac¸o-ponto verde (– · – · – · –) de Carvalho et al [49];
ponto-ponto-trac¸o amarela (· · — · ·) Mukherjee et al [57].
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Zecca - NJP 13 115001
Hoffman - PRA 25 1393
Sueoka - JPhysSJ 62 2669
Karwasz - NIMB 247 68
Fig. 5.23: Sec¸a˜o de choque integral em unidades de 10−16 cm2 para a colisa˜o de po´sitrons
em N2 na faixa de energias entre 0.1 e 10 eV, comparada com dados experimen-
tais. A curva so´lida azul (——) representa o resultado do presente trabalho.
Os pontos e suas cores representam diferentes experimentos: pontos pretos l
Hoffman et al [47]; quadrados roxos n Zecca et al [19]; diamantes vermelhos u
Karwasz et al [50] e triaˆngulos verdes s Sueoka et al [55]. As medidas esta˜o
acompanhadas pelos seus respectivos erros, exceto a medida de Karwasz et al
que na˜o forneceu os erros em tabela na refereˆncia [50].
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conjunto espec´ıfico de medidas.
Os outros resultados teo´ricos que apresentam uma estrutura de mı´nimo na sec¸a˜o
de choque integral, tambe´m possuem problemas na descric¸a˜o da interac¸a˜o de po-
larizac¸a˜o. Em alguns casos, o modelo PCOP foi aplicado por estes autores. Em
um caso espec´ıfico, a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o foi considerada sem a utilizac¸a˜o de
paraˆmetros livres [58]. A descric¸a˜o do alvo pelo me´todo da matriz R possui alguns
problemas que veˆm sendo investigados, e resultados mais coerentes esta˜o sendo pu-
blicados [40]. De qualquer forma, o resultado publicado por Danby et al [58] exibido
na figura 5.22 sofreu de se´rios problemas nume´ricos e na˜o deve ser considerado como
final. A inclusa˜o dos pseudoestados no referido me´todo podera´ implicar em melho-
ras significativas das suas sec¸o˜es de choque, como mostra Zhang et al [40] para a
mole´cula de H2.
A inclusa˜o de outros canais de espalhamento no presente ca´lculo pode melhorar
a comparac¸a˜o do resultado apresentado na figura 5.23 na regia˜o de energias entre
2 e 10 eV , onde o comportamento qualitativo na˜o e´ o mesmo que o dos resultados
experimentais. Isto se justifica da mesma forma que na discussa˜o dos resultados
para a mole´cula de H2, entretanto nenhum ca´lculo multicanal para este alvo esta´
dispon´ıvel para reforc¸ar este argumento. De qualquer modo, poder comparar os re-
sultados obtidos aqui com os resultados experimentais em uma regia˜o onde processos
inela´sticos ocorrem e´ de grande importaˆncia e relevaˆncia no sentido de compreen-




Neste trabalho, uma nova forma de considerar a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o de
mole´culas na presenc¸a de po´sitrons foi desenvolvida, e a interac¸a˜o calculada desta
maneira foi utilizada no ca´lculo das sec¸o˜es de choque ela´sticas diferenciais e integrais
para a colisa˜o de po´sitrons com H2 e N2. As sec¸o˜es de choque diferenciais e inte-
grais obtidas a partir deste me´todo concordam de forma satisfato´ria com os dados
experimentais mais recentes.
O modelo utilizado anteriormente para considerar a polarizac¸a˜o de mole´culas
funciona bem com mole´culas polares, entretanto quando a interac¸a˜o e´ obtida com
mole´culas apolares as sec¸o˜es de choque integrais apresentam um mı´nimo que na˜o
possui nenhuma contrapartida teo´rica ou experimental, isto e´, um mı´nimo que na˜o
e´ f´ısico. Ale´m disso, o modelo previamente utilizado possui paraˆmetros ajusta´veis,
tornando os seus resultados questiona´veis. Ja´ as sec¸o˜es de choque calculadas uti-
lizando a interac¸a˜o de polarizac¸a˜o proposta neste trabalho na˜o apresentam estes
mı´nimos, o que ja´ e´ muito bom. Ale´m deste resultado, as sec¸o˜es de choque dife-
renciais passam a concordar muito melhor com os dados experimentais. De fato, os
resultados apresentados aqui para a mole´cula de N2 sa˜o os que melhor reproduzem
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os dados experimentais, tanto para as sec¸o˜es de choque integrais como diferenciais.
Tudo isso obtido a partir de um me´todo que na˜o possui paraˆmetros ajusta´veis, de
modo que os resultados encontrados dependem apenas de uma boa descric¸a˜o do alvo
molecular.
Mesmo que estes resultados sejam muito interessantes, eles sa˜o estabelecidos ape-
nas para mole´culas diatoˆmicas apolares. Mais investigac¸o˜es sa˜o necessa´rias para de-
terminar estas sec¸o˜es de choque para mole´culas de qualquer geometria. Um pro´ximo
passo seria o ca´lculo das sec¸o˜es de choque diferenciais e integrais ela´sticas para a
colisa˜o de po´sitrons com CH4, uma vez que este alvo ja´ foi muito estudado tanto do
ponto de vista teo´rico quanto experimental. Um trabalho teo´rico e experimental re-
cente [17] foi desenvolvido para este alvo, e novamente as medidas que se apresentam
como mais recentes na˜o possuem contrapartida teo´rica. Como o me´todo das frac¸o˜es
continuadas e´ muito versa´til para a implementac¸a˜o de potenciais modelo, um estudo
comparativo com todos os modelos ja´ utilizados para descrever a polarizac¸a˜o desta
mole´cula pode ser realizado, e comparar estes resultados todos com o potencial ab
initio deste trabalho pode destacar as suas caracter´ısticas.
Ale´m da aplicac¸a˜o deste modelo no ca´lculo das sec¸o˜es de choque ela´sticas, uma
perspectiva interessante e´ a adaptac¸a˜o do me´todo para considerar os canais de
formac¸a˜o de positroˆnio, ionizac¸a˜o direta e excitac¸a˜o eletroˆnica. O me´todo apresen-
tado aqui pode ser utilizado para calcular a interac¸a˜o com uma mole´cula em qualquer
estado, inclusive ionizado. Isto permite escrever a interac¸a˜o do proje´til com cada
estado acess´ıvel pelo alvo, de modo que as sec¸o˜es de choque inela´sticas podem ser
calculadas. Certamente isto exige programar o me´todo das frac¸o˜es continuadas na
sua formulac¸a˜o multicanal [29] e um estudo aprofundado sobre o acoplamento entre
estes canais, pore´m isto e´ fact´ıvel. Com as sec¸o˜es de choque inela´sticas em ma˜os, a
comparac¸a˜o dos ca´lculos pode ser feita em toda a faixa de energias, e na˜o apenas
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na regia˜o ela´stica. Ale´m disso, as sec¸o˜es de choque de excitac¸a˜o vibracional podem
ser importantes no estudo de grandezas relacionadas a` aniquilac¸a˜o de po´sitrons em
mole´culas.
Uma outra aplicac¸a˜o interessante do me´todo proposto e´ a determinac¸a˜o da in-
terac¸a˜o entre mole´culas e a´tomos de positroˆnio. Recentemente um feixe de po-
sitroˆnios foi desenvolvido e utilizado na medic¸a˜o de sec¸o˜es de choque com a´tomos e
mole´culas [23]. Um resultado muito interessante foi encontrado: as sec¸o˜es de choque
para a colisa˜o de positroˆnios com a´tomos e mole´culas possuem grande similaridade
com as sec¸o˜es de choque para a colisa˜o de ele´trons com estes mesmos alvos. A na-
tureza multicentro deste processo colisional e´ um complicador e exige reformulac¸o˜es
no me´todo utilizado para calcular as matrizes de espalhamento, pore´m o potencial
de interac¸a˜o pode ser determinado a partir do me´todo desenvolvido neste trabalho.
Este ja´ e´ um passo interessante nos estudos teo´ricos de coliso˜es entre positronio e
mole´culas.
Sintetizando, o me´todo apresentado possui algumas vantagens sobre outros dis-
pon´ıveis na literatura e abre portas para estudos teo´ricos mais amplos sobre coliso˜es
de po´sitrons com mole´culas.
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